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Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve na

papirju, kjer so naloge. Nalog je 8, vsaka ima dva dela, ki sta vredna po 10 to�ck, torej

skupaj 20 to�ck. Na razpolago imate 2 uri in pol (150 min).
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1. (20) Zaporedje realnih �stevil x

1

; x

2

; : : : je podano z rekurzijsko formulo

x

1

= 1=(2a) in x

n+1

= 2x

n

� ax

2

n

:

a. (10) Doka�zite z matemati�cno indukcijo, da je 0 < x

n

< 1=a za vse n � 1.

Namig: (2u� au

2

) 2 (0; 1=a) za u 2 (0; 1=a).

b. (10) Privzemite, da je 0 < x

n

< 1=a za vse n � 1. Doka�zite, da zaporedje x

1

; x

2

; : : :

ima limito in jo izra�cunajte.
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2. (20) Limiti, L'Hospitalovo pravilo:

a. (10) Izra�cunajte limito

lim

x!0

log(1 + x+ x

2

)

x

2

:

b. (10) Izra�cunajte limito

lim

x!1

log(1 + e

x

)

p

1 + x

2

:
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3. (20) Naj bo funkcija f(x) na intervalu [a; b] strogo nara�s�cajo�ca in strogo pozitivna z

zalogo vrednosti [A;B]. Ozna�cite z g(y) inverzno funkcijo funkcije f(x) na intervalu [A;B].

a. (10) Izrazite z g(y) inverzno funkcijo funkcije log(f(x)) in izra�cunajte odvod te in-

verzne funkcije.

b. (10) Izrazite z g(y) inverzno funkcijo funkcije f(e

x

) na intervalu [log a; log b] (a; b > 0)

in izra�cunajte odvod te inverzne funkcije.
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4. (20) Taylorjev polinom:

a. (10) Naj bo f(x) v okolici to�cke x

0

= 0 (n + 1){krat zvezno odvedljiva in naj bo

T

n

(x) = f(0)+

P

n

k=1

c

k

x

k

njen Taylorjev polinom n{te stopnje. Z uporabo Leibnizove

formule poka�zite, da je Taylorjev polinom n{te stopnje funkcije g(x) = e

x

f(x) enak

~

T

n

(x) = f(0) +

P

n

k=1

a

k

x

k

, kjer je

a

k

=

c

0

k!

+

c

1

(k � 1)!

+

c

2

(k � 2)!

+ : : :+ c

k�1

+ c

k

:

b. (10) Najdite koe�ciente v Taylorjevem polinomu n{te stopnje za funkcijo f(x) =

e

x

1�x

.

Namig: Uporabite a., tudi �ce formule ne znate izpeljati.
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5. (20) Predpostavite, da pri vo�znji s konstantno hitrostjo v porabimo na �casovno enoto

g + cv

2

enot goriva. Prvi sumand je konstanten, drugi pa je odvisen od zra�cnega upora,

za katerega predpostavljamo, da je sorazmeren s kvadratom hitrosti.

a. (10) S kak�sno konstantno hitrostjo se moramo peljati, da bomo za dano razdaljo d

porabili najmanj�so mo�zno koli�cino goriva? Prepri�cajte se, da ste na�sli minimum.

b. (10) Kak�sna je re�sitev, �ce je zra�cni upor sorazmeren s hitrostjo, torej, �ce je poraba

goriva na �casovno enoto enaka g + cv?
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6. (20) Uvedba nove spremenljivke, racionalne funkcije:

a. (10) Z razcepom na parcialne ulomke izra�cunajte integral

Z

2

1

dx

x(1 + x)

3

:

b. (10) Izra�cunajte integral

Z

�=3

0

tg

3

(x)

cos

2

(x)

dx :

Namig: Uvedite novo spremenljivko.
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7. (20) Integracija per partes, algebrai�cne funkcije.

a. (10) Z uvedbo nove spremenljivke in integracijo per partes izra�cunajte integral

Z

1

0

x

2

arcsin

2

(x)dx :

b. (10) Izra�cunajte integral

Z

a

�a

dx

cosh(x)

;

kjer je a = 2 log(2 +

p

3).
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8. (20) Funkciji f in g naj bosta podani z

f(x) = jxj

�

in g(x) = 2� jxj

�

za 0 < � < 1.
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a. (10) Izra�cunajte plo�s�cino lika omejenega z grafoma funkcij f in g na intervalu [�1; 1].

b. (10) Izra�cunajte plo�s�cino lika med grafoma funkcij f in g na intervalu [1; 2].
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