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Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve na

papirju, kjer so naloge. Nalog je 8, vsaka ima dva dela, ki sta vredna po 10 to�ck, torej

skupaj 20 to�ck. Na razpolago imate 3 ure.
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1. (20) Zaporedje realnih �stevil x

1

; x

2

; : : : je podano z rekurzijsko formulo

x

1

= 1=(2

p

a) in x

n+1

=

1

2

(3x

n

� ax

3

n

) a > 0 :

a. (10) Doka�zite z matemati�cno indukcijo, da je 0 < x

n

< 1=

p

a za vse n � 1.

Namig: (3x� ax

3

) 2 (0; 2=

p

a) za 0 < x < 1=

p

a.

b. (10) Privzemite, da je 0 < x

n

< 1=

p

a za vse n � 1. Doka�zite, da zaporedje x

1

; x

2

; : : :

ima limito in jo izra�cunajte.
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2. (20) Limiti, L'Hospitalovo pravilo:

a. (10) Izra�cunajte limito

lim

x!0

e

x

� 1� xe

x=2

x

3

:

b. (10) Izra�cunajte limito

lim

x!�=4

(tg(x))

tg(2x)

:
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3. (20) Hiperboli�cni kotangens je de�niran kot

ctgh(x) =

cosh(x)

sinh(x)

:

a. (10) Na intervalu (0;1) je hiperboli�cni kotangens monotona funkcija in ima torej

inverzno funkcijo. Zapi�site inverzno funkcijo hiperboli�cnega kotangensa in izra�cunajte

njen odvod.

b. (10) Izra�cunajte odvod funkcije

ctgh(log(x+

p

x

2

+ 1)) :

Kaj lahko ugotovite, �ce ta odvod primerjate z odvodom funkcije

p

1 + x

2

=x?
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4. (20) Taylorjev polinom:

a. (10) Funkcija f(x) naj bo dana s formulo

f(x) =

1

(1 + x

2

)

2

:

Zapi�site Taylorjev polinom n{te stopnje za v to�cki x

0

= 1 za funkcijo f(x).

Namig: Uporabite posplo�seno binomsko formulo.

b. (10) Izra�cunajte �cetrti odvod zgornje funkcije v to�cki x

0

= 0.
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5. (20) Kamen z maso m, ki ga vr�zemo z za�cetno hitrostjo v pod kotom � glede na

vodoravno podlago, bo letel po zraku t = 2v sin�=g �casovnih enot, kjer je g zemeljski

pospe�sek.

a. (10) Kak�sen kot moramo izbrati, da bomo kamen vrgli najdlje v vodoravni smeri.

Namig: Upo�stevajte, da je hitrost v vodoravni smeri konstantna in enaka v cos�.

b. (10) Poka�zite, da ste v a. res na�sli maksimum.
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6. (20) Uvedba nove spremenljivke, racionalne funkcije:

a. (10) Z uvedbo nove spremenljivke izra�cunajte integral

Z

�=3

�=4

dx

cos

3

(x) sin(x)

=

b. (10) Z razcepom na parcialne ulomke izra�cunajte

Z

1

0

dx

(1 + x)(2 + x)(3 + x)(4 + x)

:

Namig: Polinom v imenovalcu nima ve�ckratnih ni�cel.
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7. (20) Integracija per partes, racionalne funkcije.

a. (10) Doka�zite z integracijo per partes, da je za celi �stevili m;n � 2

Z

�

0

sin

m

(x) cos

n

(x)dx =

n� 1

m+ 1

Z

�

0

sin

m+2

(x) cos

n�2

(x)dx :

Namig: cos

n

(x) = cos(x) cos

n�1

(x).

b. (10) Izra�cunajte integral

Z

4

2

r

x

x� 1

dx :
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8. (10) Plo�s�cine ravninskih likov:

a. (10) Izra�cunajte plo�s�cino lika, ki ga omejujeta grafa funkcij cos

2

(x) in sin

2

(x) na

intervalu [0; �=4] in ordinatna os.

b. (10) Izra�cunajte plo�s�cino lika, ki ga omejujeta grafa funkcij cos

3

(x) in sin

3

(x) na

intervalu [0; �=4] in ordinatna os.

Namig: a

3

� b

3

= (a� b)(a

2

+ ab+ b

2

).
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