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Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve na

papirju, kjer so naloge. Nalog je 6, vsaka ima dva dela, ki sta vredna po 10 to�ck, torej skupaj

20 to�ck. Na razpolago imate 2 uri (120 min).
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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

1. (20) Naj bo f(t) = e

�t

2

.

a. (10) Izra�cunajte e

t

2

f

(3)

(t).

Re�sitev: Odvajamo po pravilu za odvajanje sestavljenih funkcij.

f
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Rezultat je

e

t

2

f

(3)

(t) = �8t

3

+ 12t :

Ocenjevanje:

{ Prvi odvod: 2 to�cki.

{ Drugi odvod: 3 to�cke.

{ Tretji odvod: 3 to�cke.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (10) De�nirajte H

n

(t) = (�1)

n

e

t

2

f

(n)

(t). Funkcije H

n

(t) za n � 2 ustrezajo rekurzivni

formuli

H

n+1

(t)� 2tH

n

(t) + 2nH

n�1

(t) = 0 :

S pomo�cjo zgornje rekurzije poka�zite, da je H

0

n

(t) = 2nH

n�1

(t).

Re�sitev: Odvajamo

H

0

n

(t) =

�

(�1)

n

e

t

2

f

(n)

(t)

�

0

= (�1)

n

(2te

t

2

f

(n)

(t) + e

t

2

f

(n+1)

(t))

= 2tH

n

(t)�H

n+1

(t)

= 2nH

n�1

(t)

Ocenjevanje:

{ Odvajanje produkta: 3 to�cke.

{ Upo�stevanje rekurzijske formule: 3 to�cke.

{ Urejanje in rezultat: 4 to�cke.
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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

2. (20) Integriranje:

a. (10) Izra�cunajte integral

Z

b

0

log

2

(x +

p

1 + x

2

) dx :

Re�sitev: Integriramo per partes.

Z

b

0
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2
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2
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p

1 + b

2

) + 2b

Ocenjevanje:

{ Prvo integriranje per partes: 4 to�cke.

{ Drugo integriranje per partes: 4 to�cke.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Izra�cunajte izlimitirani integral

Z

1

0

ne

�x

(1� e

�x

)

n�1

dx :

Re�sitev: Uvedemo novo spremenljivko u = e

�x

, torej �e

�x

dx = du.

Z

1

0

ne

�x

(1� e

�x

)

n�1

dx =

Z

1

0

n(1� u)

n�1
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= �(1� u)

n

�

�

�

1

0

= 1

Ocenjevanje:

{ Nova spremenljivka: 4 to�cke.

{ Pravilna uvedba nove spremenljivke: 4 to�cke.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

3. (20) Voda v rezervoarju ima prostornino V in v njej je raztopljeno c enot soli. Od zunaj

priteka voda z jakostjo a prostorninskih enot na �casovno enoto. V pritekajo�ci vodi je vsebovano

b enot soli na enoto prostornine. Iz rezervoarja odteka voda z jakostjo a enot na �casovno enoto.

Privzemamo tudi, da je me�sanje takoj�snje. Ozna�cimo z y(t) koli�cino soli v rezervoarju v trenutku

t. Funkcija y zado�s�ca ena�cbi

y

0

(t) = ab�

a

V

y :

a. (10) Poi�s�cite funkcijo y.

Re�sitev: Ena�cbo prepi�semo v obliko

y

0

ab� ay=V

= 1

in integriramo. Dobimo

�

V

a

log(ab�

a

V

y) = t�

V

a

log(d) ;

kjer je d konstanta, ki jo je potrebno �se dolo�citi iz za�cetnega pogoja y(0) = c.

�

Ce vstavimo

v zgornjo ena�cbo t = 0, dobimo

log(ab�

a

V

c) = log(d) ;

torej d = a(b� c=V ). Izrazimo �se

y(t) = V (b� (b� c=V )e

�at=V

) :

Ocenjevanje:

{ Prepis v obliko za integriranje ali spoznanje, da gre za nehomogeno linearno ena�cbo: 3 to�cke.

{ Integriranje ali re�sitev ne homogene ena�cbe z nastavkom: 3 to�cke.

{ Dolo�citev konstante: 2 to�cki.

{ Kon�cna re�sitev: 2 to�cki.

b. (10) Recimo, da je b = 0. V kolik�snem �casu bo v rezervoarju samo �se polovico toliko soli

kot na za�cetku?

Re�sitev: V primeru, ko je b = 0, je re�sitev ena�cbe zelo lahko najti, saj gre za homogeno

linearno ena�cbo prvega reda. Dobimo

y(t) = ce

�at=V

:

I�s�cemo �cas T , ko bo y(T ) = c=2, torej e

�aT=V

= 1=2 ali T = V log(2)=a.

Ocenjevanje:

{ Re�sitev ena�cbe v primeru b = 0: 4 to�cke.

{ Nastavek ena�cbe za T : 4 to�cke.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

4. (20) Naj bodo a, b in c vektorji v R

3

, za katere velja a + b+ c = 0.

a. (10) Poka�zite, da velja

b� c = c� a = a� b :

Re�sitev: Ra�cunamo

b� c = b� (�a� b)

= a� b� b� b

= a� b

Podobno dobimo ostale identitete.

Ocenjevanje:

{ Ideja, da enega od vektorjev izrazimo z ostalima dvema: 4 to�cke.

{ Upo�stevanje lastnosti vektroskega produkta: 4 to�cke.

{ Urejanje �clenov: 2 to�cki.

b. (10) Naj bo

a =

0

B

@

2

0

0

1

C

A

b =

0

B

@

�2

�1

1

1

C

A

c =

0

B

@

0

1

�1

1

C

A

Poi�s�cite vektor x, tak da bo (a; c;x) = 1, (b;x) = 0 in (a;x) = 12.

Re�sitev: Iskani vektor lahko napi�semo kot linearno kombinacijo

x = �a + �c+ �(a� c)

za primerne konstante �, � in �. Iz (b;x) = 0 sledi �(a;b)+�(c;b) = 0, ali �4��2� = 0.

Iz (a; c;x) = 1 sledi �ja� cj

2

= 1, ali � = 1=8. Zapi�semo lahko

x = �a� 2�c+

1

8

a� c :

Uporabimo �se tretjo zahtevo in dobimo

(a;x) = �jaj

2

= 12 ;

torej � = 3. Sledi �se � = �6. Iskani vektor je

x = 3a� 6c+

1

8

a� c :

Ocenjevanje:

{ Zapis x z linearno kombinacijo: 4 to�cke.

{ �: 2 to�cki.

{ �: 2 to�cki.

{ �: 2 to�cki.
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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

5. (20) Naj bo

A =

0

B

@

0 1 0

0 0 1

0 0 0

1

C

A

:

a. (10) Izra�cunajte

I+A+A

2

+ � � �+A

100

:

Re�sitev: Z mno�zenjem matrik se prepri�camo, da je

A

2

=

0

B

@

0 0 1

0 0 0

0 0 0

1

C

A

in A

3

=

0

B

@

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1

C

A

Vsota je torej enaka

I+A+A

2

=

0

B

@

1 1 1

0 1 1

0 0 1

1

C

A

:

Ocenjevanje:

{ Izra�cun A

2

: 2 to�cki.

{ Izra�cun A

3

: 2 to�cki.

{ Ugotovitev A

n

= 0 za n � 3: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.

b. (10) Izra�cunajte �se

(I�A)

�1

(I+A)

�1

:

Re�sitev: Vemo

(I�A)

�1

(I+A)

�1

= ((I+A)(I�A))

�1

:

Zmno�zimo matriki v notranjem oklepaju in dobimo

(I+A)(I�A) = I�A

2

=

0

B

@

1 0 �1

0 1 0

0 0 1

1

C

A

Izra�cunati moramo samo inverz te zadnje matrike. Glede na to, da je matrika trikotna, ni

niti potrebno izvajati Gaussovega postopka, ampak inverzno matriko enostavno preberemo.

Dobimo

0

B

@

1 0 1

0 1 0

0 0 1

1

C

A

Ocenjevanje:

{ Mno�zenje matrik: 3 to�cke.

{ Redukcija na samo eno inverzijo: 3 to�cke.

{ Rezultat: 4 to�cke.
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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

6. (20) Matrika A naj bo dana z

A =

0

B

B

B

@

0 1=3 1=2 1=2

1=3 0 1=2 1=2

1=3 1=3 0 0

1=3 1=3 0 0

1

C

C

C

A

:

a. (10) Poka�zite, da je � = 1 lastna vrednost matrike A.

Re�sitev: Potrebno je le pokazati, da ima matrika

A� I =

0

B

B

B

@

�1 1=3 1=2 1=2

1=3 �1 1=2 1=2

1=3 1=3 �1 0

1=3 1=3 0 �1

1

C

C

C

A

rang 3 ali manj. To lahko naredimo z Gaussovim postopkom.

0

B

B

B

@

�1 1=3 1=2 1=2

1=3 �1 1=2 1=2

1=3 1=3 �1 0

1=3 1=3 0 �1

1

C

C

C

A

!

0

B

B

B

@

�1 1=3 1=2 1=2

0 �8=9 2=3 2=3

0 4=9 �5=6 1=6

0 4=9 1=6 �5=6

1

C

C

C

A

!

0

B

B

B

@

�1 1=3 1=2 1=2

0 �8=9 2=3 2=3

0 0 �1=2 1=2

0 0 1=2 �1=2

1

C

C

C

A

!

0

B

B

B

@

�1 1=3 1=2 1=2

0 �8=9 2=3 2=3

0 0 �1=2 1=2

0 0 0 0

1

C

C

C

A

:

Rang matrike je 3.

Ocenjevanje:

{ Ugotovitev, da je potrebno pogledati rang: 4 to�cke.

{ Uporaba Gaussovega postopka: 4 to�cke.

{ Sklep: 2 to�cki.

b. (10) Ali obstaja lastni vektor x = (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

), za katerega je x

1

+ x

2

+ x

3

+ x

4

= 0?

Upo�stevajte, da po de�niciji niso vse komponente lastnega vektorja enake 0.

Re�sitev: Vektor x bi moral ustrezati ena�cbi

Ax = �x

za nek �.

�

Ce upo�stevamo �se x

4

= �x

1

� x

2

� x

3

, lahko zgornjo ena�cbo prepi�semo v

�(�+ 1=2)x

1

� x

2

=6 = 0

�x

1

=6 � (�+ 1=2)x

2

= 0

x

1

=3 + x

2

=3 � �x

3

= 0

(�+ 1=3)x

1

+ (�+ 1=3)x

2

+ �x

3

= 0

:

Prvi dve ena�cbi imata netrivialno re�sitev samo, �ce je determinanta pripadajo�ce matrike

det

 

�(�+ 1=2) �1=6

�1=6 �(�+ 1=2)

!

= (�+ 1=2)

2

� 1=36 = 0 ;

torej mora biti � = �1=2 � 1=6. Izberimo recimo � = �1=3. V tem primeru mora biti

x

1

= �x

2

.

�

Ce izberemo �se x

3

= 0, je izpolnjena tudi tretja ena�cba. Mo�zni lastni vektor je

x = (1;�1; 0; 0), ki pripada lastni vrednosti � = �1=3.

Opomba: Zgornji x ni edina mo�zna re�sitev. Izberemo lahko tudi � = 0 in x = (0; 0; 1;�1).

Ocenjevanje:
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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

{ Ustrezna formulacija naloge: 3 to�cke.

{ Ugotovitev, kdaj so ena�cbe re�sljive: 3 to�cke.

{ Dejanska re�sitev: 4 to�cke.
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