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Matematika 1
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Ime in priimek: Vpisna ét:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

bodo samo resitve
redna po 10 tock,

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite reSevanja. Veljale
na papirju, kjer so naloge. Nalog je 6, vsaka ima dva dela, ki #
torej skupaj 20 tock. Na razpolago imate 2 uri.

V




Matematika 1, 1999/2000, M. Perman, J. Prezelj, D. Rupnik, H. Zakrajsek

1. (20) Zaporedja in limite:

a. (10) Kot znano privzemite, da je

A, TR = V.
[zracunajte
. n! - n3/?
nos, 3. 5., 2ni3
2 2
Resitev: Racunamo
I n! - n3/? 1 n!-n'/? n
W ST ey WM T 3.3, 2000 (ntd)
22 2 22 2 5
lim 2"
= V- lim 55
2
1 .. 1
= \/7_r§ lim T3
n—oo -2
+2n
T
2

Ocenjevanje:

Faktorizacija n3/2: 2 tocki.
Dopolnitev §tevca: 2 tocki.
Dopolnitev imenovalea: 2 toéki.

Uporaba znane limite: 2 tocki.

Dodatna limita in rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izrac¢unajte limito
2z — (24 ) log(1l + x)
m P 3
=0 (14 2)"log(l + )

Namig: Kaj je lim,_,log(1l + z)/x?

Resitev: Limito najprej poenostavimo, tako da Stevec in imenovalec pomnoZimo
z 2. Nato racunamo po L’Hospitalu, s tem da preverjamo predpostavke.

22— (2+z) log(1+2) . 2z — (24 ) log(1+ x) x3
iim 5 3 = lim ) . 3
=0 (14 x)"log(1 + x) £—=0 (14 z)"x? log(1 + )
— lim 22— (24 x) log(1 + x)
z—0 x3
2 — log(1 + x) — 2=
= lim i ) Ltz
z—0 32
1 1
N Al (=0
250 6x
. —(l+z)+2
= lim ——————
z=0  62(1 4 x)?
I !
= lim ——
z=0 6(1 + x)?
. 1
= 5
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Ocenjevanje:

— Znana limita log(1 + z)/z — 1: 2 tocki.

— Poenostavitev: 2 tocki.

— Provi L’Hospital s preverjanjem pogojev: 2 tocki.
— Drugi L’Hospital s preverjanjem pogojev: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tock:.
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2. (20) Funkcija f(z) naj bo za > 0 definirana z

(@)= (a")"

a. (10) Poiscite stacionarne tocke funkcije f(x).

Resitev: Najgprej poenostavimo

f(x)

Odvajamo in dobimo
f'(z)

Ce izenacimo z 0 in upostevamo

Ocenjevanje:

— Poenostavitev: 2 tocki.

— Formula za posredno funkcijo: 2 tocki.
— Odvod: 2 tocki.

— FEnacba za stacionarne tocke: 2 tocki.

— Stacionarna toéka: 2 tocki.

42

422 logx

f(z)- (8xlogx + 4x) .

x>0, sledi da je f'(x) = 0 samo za v = e /2,

(10) Ugotovite, ali so stacionarne tocke iz a. lokalni minimumi ali lokalni mak-

simumi in tudi to, ali so tocke dejanski minimumi ali maksimumi za vse x > 0.

Resitev: Potrebujemo drugi odvod. Racunamo

f(x) = 42t (3 +2log(z) +4(z+22 log(x))Q) :

Ce vstavimo x = e~'/2, dobimo f"(x) > 0, torej je tocka lokalni minimum. Iz
oblike odvoda f'(x) sledi, da je funkcija f(x) na intervalu (0,e™'/?) padajoca,

kasneje pa narascajoca. Tocka x = e~

Ocenjevanje:

— Drugi odvod: 2 tocki.

— Predznak drugega odvoda v & = 0: 2 tock:.
— Sklep: 2 toéki.

— Ideja, kaj je globalni minimum: 2 tocki.

— Argument, zakaj je © = e~ 1/2

112 je tudi globalni minimum.

globalni minimum: 2 tocki.
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3. (20) Integriranje:
a. (10) Pokazite, dajeza 0 < a <

™ 1 —cost
/a V cosa—costdt:ﬂ'
Namig: cosa — cost = 2cos?(a/2) — 2 cos?(t/2).
Regitev: Uvedimo novo spremenljivko cos(a/2) - u = cos(t/2). Dobimo
2cos(/2) - du = —sin(t/2) - dt,

1 —cost = 2sin®(t/2)

mn
cosa —cost = cosa — 2cos’(t/2) + 1
= 2cos’(a/2) — 2cos’(t/2).

™ | 1—-cost T sin(t/2) dt
/a cos a — cost = /a \/COSQ(CY/Q) — cos?(t/2)
y /0 cos(a/2) - du
1 cos(a/2)V1 —u?

2/1 du
0 V1 —u?
.

Racunamo

Ocenjevanje:

Pretvorba diferencialov: 2 tocki.
Pretvorba tmenovalca: 2 tocki.
Pretvorba stevca: 2 tocki.

Nove meje: 2 tocki.

Rezultat: 2 tocka.

b. (10) Izrac¢unajte

/xlog2xdx.
1
Resitev: Postavimo f(x) = x in G(x) = log®z. 7 integracijo per partes integral
preide v
¢ 2 a? g ¢ 1 2
/ rlogxdr = —-log°z| — = [ x"2logr-—dzx
1 2 T2
¢ / logz d
= —— [ zlogzdx
2 1 &
e? x? e 1 e 1
= — — (=1 __/ 2.24
y ~(Glosal, =5 f w2 do)
e e N 2 e
2 2 4h
1
= 1(62—1)
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Ocenjevanje:

— Proo integriranje per partes: 3 tocke.
— Drugo integriranje per partes: 3 tocke.

— Rezultat: 4 tocke.
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4. (20) Koscek ledu pod vplivom teznosti drsi brez trenja po krivulji cikloidi na sliki
1.

y(t)

x

Ta

Slika 1 Cikloida, po kateri drsi koscek ledu.
V casu t = 0 koscek spustimo iz tocke (a(m/2 — 1),a). Oznacimo z y(t) visino (y-
koordinato) koséka v ¢asu t in definirajmo funkcijo

6(t) = arccos( Y

).

a

Funkcija 6(t) > 7/2 ustreza diferencialni enacbi

cos @
o T =T
cosf —1°

a. (10) Pokazite, da pri zacetnem pogoju 6(0) = 7/2 velja

V2 cos(0/2) = cos (& . t) .
\/m V/2sin(0/2)
—cos \/1 - 2cos2(9/2)

Gm \[

— COS

Namig:

Resitev: Prepisimo

Za resitev moramo poiskati integral

/mde

— COS

Uvedimo novo spremenljivko t = cos(0/2), torej 2dt = —sin(0/2) df. Racunamo

/ V1 —cosf-db / V2 sin(6/2) d@
V/—cos @ \/1—20052 6/2)

- 2 [
= 2arccos(V/2t)
= 2arccos(V2cos(0/2)).




Matematika 1, 1999/2000, M. Perman, J. Prezelj, D. Rupnik, H. Zakrajsek

Sledi
2 arccos(V/2 cos(0/2)) = \/g(t +c).

Dolocimo konstanto c. Vstavimo t = 0 na obeh straneh in uposStevamo zacetni
pogoj 6(0) = w/2. Dobimo enacbo
_ \/?
= =c,
a

V2 cos(0/2) = cos <\/4z . t)

— Prepis enacbe v obliko za integriranje: 2 tocki.

torej ¢ = 0. Sleds

Ocenjevanje:

— Nova spremenljivka: 2 tocki.
— Integrael: 2 tocki.
— Konstanta: 2 tocki.

— Konéna identiteta: 2 tocki.

(10) V koliksnem casu bo koséek “pridrsal” z visine y = a na visino y = 0, ko je
0 =mn?

Namig: Uporabite a., tudi ce ne znate dokazati.

Resitev: Ko je y =0 je § = . Identiteta v a. pove, da je

/g
0= —-t),
COS( 4qa
T [q
R .t
2 4q

t=m-

ali

Iz tega izracunamo
a
Ocenjevanje:

— Kam bi del: 2 toék:.

— Kam vstaviti § = 7: 2 tocki.

— Opaiti enacébi za t: 2 tocki.

— Kako iz tega izracunati t: 2 tocki

— Cas: 2 toéki.
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. (20) Naj bosta dana vektorja

-1 1
a=| —1 in b=|1
1 2

a. (10) Izracunajte a X b in (a,b,a x b).

Regitev: Po formuli je

a2b3 - a3b2 -3
axb= a3b1 — a1b3 = 3
a11)2 — (J,le 0

Mesani produkt (a,b,a x b) je enak kvadratu norme a x b, torej 18.
Ocenjevanje:

— Formula za vektorski produkt: 2 tocki.
— Rezultat: 2 tock:.

— Formula za meSani produkt: 2 tocki.
— Vstavljanje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Poiséite vektor ¢ dolzine 2v/2, ki je pravokoten na a, oklepa s vektorjem b
kot 7/6 in zados¢a pogoju (a, b, c) > 0.
Resitev: Iz pogojev sledi, da je
c=Ab+ ulaxb),

ker vektorja b in a x b napenjata vse vektorje pravokotne na a. Ker je kot med
c in b enak 7/6, mora biti skalarni produkt

) = le|-p- L

2

:2ﬁﬁ§

= 6

= (Ab,b)
6.

Torej je A = 1. Po drugi strani mora biti
lc]* = N*[b|* + p*|la x b,

torej
8 =64 18u2

ali p = +1/3. Ker je (a,b,¢) = (a,b, ua x b) > 0, je torej ula x b|?> > 0, torej
p > 0. Vektor ¢ je enak ¢ = (0,2,2)7.

Ocenjevanje:

— Linearna kombinacija: 2 tocki.
— FEnacba iz kota: 2 tocki.

— X: 2 tocki.

— Enacba za | iz norme: 2 tocki.

— p: 2 tocks.
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6. (20) Matrika X(2 x 2) ustreza enacbi

o= 7 )=(0 4)

a. (10) Poisc¢ite matriko X.
X = ( o ) .
T3 T4

in prepisite zgornjo enacbo s temi oznakami.

Namig: Zapisite

Resitev: Zapisimo

oo -(e) )= L)

Izenacimo istolezne clene in dobimo sistema enach

1 -1 1 0 7 1
1 1 0 1 m | |1
2.0 1 -1 s | |1
0 2 1 1 4 1

Izvedemo Gaussov postopek in dobimo

1 =11 0 1 1 -1 1 0 1
1 1 0 1 1 02 -1 1 0
2 0 1 -1 1 |70 2 -1 -1 -1
0 02 1 1 -1 0 2 1 1 -1
1 -1 1 0 1
02 -1 1 0
00 0 —2 —1
00 2 0 -1

Razberemo

Ocenjevanje:

— Mnozenje matrik: 2 tocki.

— Izenaéevanje istoleinih élenov: 2 tocki.
— Provi Gauss: 2 tocki.

— Drugi Guass: 2 tocki.

— X: 2 tocka.

b. (10) Je z zgornjo enac¢bo matrika X enoliéno dolo¢ena?

Resitev: Matrika sistem ima poln rang, torej je sistem enolicno resljiv.

Ocenjevanje:

— Po presojt.

10



