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1. (20) Limite zaporedij in funkcij:

a. (10) De�nirajte zaporedje fa

n

g za n � 1 z

a

n

= 1 +

1

2

+

1

3

+ � � �+

1

n

� logn :

Kot znano privzemite, da velja

lim

n!1

a

n

=  ;

kjer je  = 0:577216::: Eulerjeva konstanta. Naj bo b

n

zaporedje dano z

b

n

=

1

n+ 1

+

1

n+ 2

+ � � �+

1

2n

:

Izra�cunajte lim

n!1

b

n

.

Namig: Kaj je lim

n!1

(a

2n

� a

n

)?

Re�sitev: Ker zaporedje fa

n

g konvergira, je seveda

lim

n!1

(a

2n

� a

n

) = 0 :

Izra�cunamo

a

2n

� a

n

=

1

n + 1

+

1

n+ 2

+ � � �+

1

2n

� log(2n) + logn :

Sledi

a

2n

� a

n

= b

n

� log 2 ;

torej

lim

n!1

(b

n

� log 2) = 0 :

Sledi

lim

n!1

b

n

= log 2 :

Ocenjevanje:

{ Limita v namigu: 2 to�cki.

{ Opa�zanje, kaj je a

2n

� a

n

: 2 to�cki.

{ Poenostavitev logaritmov: 2 to�cki.

{ Logaritem na desno stran: 2 to�cki.

{ Kon�cni rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Izra�cunajte

lim

x!0

(2 + e

x

(�2 + x) + x)

(e

x

� 1)

3

Re�sitev: Vemo, da je

lim

x!0

e

x

� 1

x

= 1 :

Izraz, katerega limito ra�cunamo, pomno�zimo in delimo z x

3

in upo�stevamo, da

je

lim

x!0

x

3

(e

x

� 1)

3

= 1 :

2
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Ra�cunamo po L'Hospitalu in vsaki�c preverimo predpostavke

lim

x!0

(2 + e

x

(�2 + x) + x)

(e

x

� 1)

3

= lim

x!0

x

3

(e

x

� 1)

3

�

(2 + e

x

(�2 + x) + x)

x

3

= lim

x!0

(2 + e

x

(�2 + x) + x)

x

3

= lim

x!0

e

x

(�2 + x) + e

x

+ 1

3x

2

= lim

x!0

e

x

x + e

x

� e

x

6x

=

1

6

:

Ocenjevanje:

{ Znana limita (e

x

� 1)=x! 1: 2 to�cki.

{ Poenostavitev: 2 to�cki.

{ Prvi L'Hospital s preverjanjem pogojev: 2 to�cki.

{ Drugi L'Hospital s preverjanjem pogojev: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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2. (20) De�nirajte za vsak n � 0 na intervalu (�1; 1) funkcije

T

n

(x) = cos(n arccos x) :

a. (10) Poka�zite, da za vsak n � 0 velja

(1� x

2

)T

00

n

(x)� xT

0

n

(x) + n

2

T

n

(x) = 0 :

Re�sitev: Ra�cunamo

T

0

n

(x) =

n sin(n arccos x)

p

1� x

2

in

T

00

n

(x) =

�n

2

cos(n arccos x) + n sin(n arccos x)

x

p

1�x

2

1� x

2

=

�n

2

cos(n arccos x)

p

1� x

2

+ x sin(n arccos x)

(1� x

2

)

3=2

Vstavljanje v zgornji izraz potrdi enakost, ki jo je potrebno pokazati.

Ocenjevanje:

{ Formula za odvod sestavljene funkcije: 2 to�cki.

{ Formula za odvod kvocienta: 2 to�cki.

{ Prvi odvod: 2 to�cki.

{ Drugi odvod: 2 to�cki.

{ Vstavljanje: 2 to�cki.

b. (10) Poka�zite, da so za vsak n > 1 to�cke x

k

= cos(k�=n) za k = 1; 2; : : : ; (n� 1)

stacionarne za T

n

(x) in ugotovite, ali so lokalni maksimumi ali lokalni minimumi.

Re�sitev: To�cke x

k

so stacionarne, �ce velja T

0

n

(x

k

) = 0. Preverimo

T

0

n

(x

k

) = �

sin(n arccos(x

k

))

p

1� x

2

= �

sin(n arccos(cos(k�=n)))

p

1� x

2

= �

sin(n �

k�

n

))

p

1� x

2

=

sin(k�)

p

1� x

2

= 0

Izra�cunamo �se

T

n

(x

k

) = (�1)

k

:

Iz a. sledi, da je

(1� x

2

k

)T

00

n

(x

k

) = �n

2

T

n

(x

k

) = �n

2

(�1)

k

:

Sledi:

�

Ce je k lih, je T

00

n

(x

k

) > 0 in je x

k

lokalni minimum, �ce pa je k sod, je

T

00

n

(x

k

) < 0 in je x

k

lokalni maksimum.

Ocenjevanje:

{ Preverjanje stacionarnosti: 2 to�cki.

{ Ideja gledati drugi odvod: 2 to�cki.

{ Izra�cun vrednosti funkcije: 2 to�cki.

{ Uporaba a.: 2 to�cki.

{ Sklep: 2 to�cki.
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3. (20) Integriranje:

a. (10) Izra�cunajte

Z

1

1

dx

x(1 + x

2

)

:

Re�sitev: Najprej razcepimo izraz na parcialne ulomke. Iz nastavka

1

x(1 + x

2

)

=

A

x

+

Bx+ C

1 + x

2

dobimo A = 1, C = 0 in B = �1. Sledi

Z

dx

x(1 + x

2

)

=

Z

dx

x

�

Z

x dx

1 + x

2

= logx�

1

2

log(1 + x

2

)

= log

 

x

p

1 + x

2

!

:

Dobimo

Z

1

1

dx

x(1 + x

2

)

= log

 

x

p

1 + x

2

!

�

�

�

1

1

=

1

2

log 2 :

Ocenjevanje:

{ Nastavek za parcialne ulomke: 2 to�cki.

{ Konstante: 2 to�cki.

{ Nedolo�ceni integral: 2 to�cki.

{ Pretvorba na log(x=

p

1 + x

2

): 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Ozna�cimo z v

n

prostornino n-dimenzionalne krogle s polmerom r = 1. Velja

v

n+1

= v

n

�

Z

1

�1

(1� x

2

)

n=2

dx :

Ozna�cite

I

n

=

Z

1

�1

(1� x

2

)

n=2

dx

in poka�zite z integracijo per partes, da velja

I

n

= n(I

n�2

� I

n

) :

Izra�cunajte prostornino 5-dimenzionalne krogle v

5

(v

3

= 4�=3).

Namigi: Uporabite x

2

= 1� (1� x

2

), I

1

= �=2 in I

2

= 4=3.
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Re�sitev: Najprej poka�zimo, da velja rekurzivna formula za I

n

. Izberimo f(x) = 1

in G(x) = (1� x

2

)

n=2

. Ra�cunamo

I

n

=

Z

1

�1

(1� x

2

)

n=2

dx

= x � (1� x

2

)

n=2

�

�

�

1

�1

+ n

Z

1

�1

x

2

� (1� x

2

)

n�2

2

dx

= n

�

Z

1

�1

[1� (1� x

2

)] � (1� x

2

)

n�2

2

dx

�

= n

�

Z

1

�1

(1� x

2

)

n�2

2

dx�

Z

1

�1

(1� x

2

)

n=2

�

= n(I

n�2

� I

n

) :

Iz rekurzivne formule dobimo

I

n

=

n

n+ 1

� I

n�2

:

Sledi

I

3

=

3

4

� I

1

:

Opazimo, da je I

1

= �=2 (polovica kroga). Potrebujemo �se

I

4

=

Z

1

�1

(1� x

2

)

2

dx =

16

15

:

Sledi

v

5

= v

4

� I

4

= v

3

� I

3

� I

4

=

4�

3

�

3

4

�

�

2

�

16

15

=

8�

2

15

:

Ocenjevanje:

{ Izbira f(x) in G(x): 2 to�cki.

{ Pravilno upo�stevanje mej: 2 to�cki.

{ Pretvorba na rekurzivno formulo: 2 to�cki.,

{ Izra�cun I

3

in I

4

: 2 to�cki.

{ v

5

: 2 to�cki.
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4. (20) Po Newtonovem zakonu ohlajanja opisuje temperaturo telesa v teko�cini s

temperaturo T

m

diferencialna ena�cba

T

0

(t) = �k(T (t)� T

m

(t)) ;

kjer je T (t) temperatura telesa v �casu t, T

m

(t) temperatura teko�cine v �casu t, k pa

neka konstanta.

a. (10) Privzemite najprej, da je T

m

konstantna in re�site diferencialno ena�cbo, �ce

je za�cetna temperatura telesa enaka T

0

> T

m

.

Re�sitev: Ena�cbo prepi�semo v

T

0

T � T

m

= �k :

Integriramo in dobimo

log(T � T

m

) = �kt + log c ;

kjer je c neka konstanta. Konstanto moramo dolo�citi iz za�cetnega pogoja. Najprej

�se prepi�simo re�sitev v obliko

T = T

m

+ ce

�kt

in vstavimo t = 0. Dobimo

T

0

= T

m

+ c ;

torej c = T

0

� T

m

. Re�sitev bo oblike

T = T

m

+ (T

0

� T

m

)e

�kt

:

Ocenjevanje:

{ Prepis v obliko za integriranje: 2 to�cki.

{ Integriranje: 2 to�cki.

{ Ena�cba za konstanto: 2 to�cki.

{ Konstanta: 2 to�cki.

{ Kon�cna re�sitev: 2 to�cki.

b. (10) Privzemite, da se teko�cina segreva in je njena temperatura v trenutku t

enaka T

m

(t) = T

0

(1 � e

��t

) za neko konstanto � < k. Temperaturo telesa �se

vedno opisuje ena�cba

T

0

= �k(T � T

m

) :

Re�site diferencialno ena�cbo, �ce je za�cetna temperatura telesa enaka T

0

.

Re�sitev: Ena�cbo prepi�simo v

T

0

+ kT = kT

0

(1� e

��t

) :

Kot vidimo, gre za nehomogeno linearno diferencialno ena�cbo prevega reda. Naj-

prej re�simo homogeno ena�cbo. Dobimo

T

h

(t) = e

�kt

:

7
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Potrebujemo �se partikularno re�sitev. Na desni strani je kombinacija eksponentne

funkcije in konstante. Poskusimo z nastavkom

T

p

(t) = c

1

+ c

2

e

��t

:

Vstavimo v ena�cbo in dobimo

�c

2

�e

��t

+ k(c

1

+ c

2

e

��t

) = kT

0

(1� e

��t

) :

Sledi, da mora biti

c

1

= T

0

in c

2

(�� + k) = �kT

0

;

torej c

1

= T

0

in c

2

= �kT

0

=(k � �). Splo�sna re�sitev diferencialne ena�cbe bo

T (t) = T

0

�

kT

0

k � �

e

��t

+ ce

�kt

;

kjer moramo zdaj dolo�citi c tako, da bo T (0) = T

0

. Vstavimo t = 0 in dobimo

T

0

= T

0

�

kT

0

k � �

+ c

ali

c =

kT

0

k � �

:

Re�sitev ena�cbe bo

T = T

0

+

kT

0

k � �

�

e

�kt

� e

��t

�

:

Ocenjevanje:

{ Ugotovitev, da je ena�cba nehomogena, linearna s konstantnimi koe�cienti: 2 to�cki.

{ Re�sutev homogene ena�cbe: 2 to�cki.

{ Nastavek za partikularno re�sitev: 2 to�cki.

{ Partikularna re�sitev: 2 to�cki.

{ Konstanta in re�sitev: 2 to�cki.

8
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5. (20) Naj bodo a, b, x in y vektorji v prostoru.

a. (10) Poka�zite, da velja

(a� b;x;y) = (a;x)(b;y)� (a;y)(b;x) :

Re�sitev: Najpreprostej�sa mo�znost je ta, da opazimo

(a� b;x;y) = (x;y; a� b) = (x� y; a� b) :

Uporabimo Lagrangeovo formulo in dobimo �zeleni rezultat.

Ocenjevanje:

{ De�nicija me�sanega produkta: 2 to�cki.

{ Zamenjava argumentov spremeni predznak: 2 to�cki.

{ Prevedba na skalarni produkt dveh vektorskih produktov: 2 to�cki.

{ Lagrangeaova identiteta: 4 to�cke.

b. (10) Naj bodo e

1

= (1; 0; 0)

T

, e

2

= (0; 1; 0)

T

in e

3

= (0; 0; 1)

T

obi�cajna baza v

prostoru. Za nek vektor x naj velja

(x; e

1

; e

2

) = 1

(x; e

1

; e

3

) = �1=2

(x; e

2

; e

3

) = �1

Poi�s�cite vektor x.

Re�sitev: Zapi�simo x = �e

1

+ �e

2

+ �e

3

, kar lahko, ker so e

i

baza. Dolo�citi

moramo konstante v linearni kombinaciji. Upo�stevali bomo, da je me�sani produkt

linearen v vsakem faktorju in to, da je me�sani produkt v primeru, ko sta dva

vektorja enaka enak 0. Iz ena�cb dobimo

�(e

3

; e

1

; e

2

) = 1

�(e

2

; e

1

; e

3

) = �1=2

�(e

1

; e

2

; e

3

) = �1

Razberemo � = �1, � = 1=2 in � = 1, torej x = (�1; 1=2; 1)

T

.

Ocenjevanje:

{ Nastavek z linearno kombinacijo: 2 to�cki.

{ Vstavljanje v prvo ena�cbo in predznak me�sanega produkta: 2 to�cki.

{ Vstavljanje v drugo ena�cbo in predznak me�sanega produkta: 2 to�cki.

{ Vstavljanje v tretjo ena�cbo in predznak me�sanega produkta: 2 to�cki.

{ Vektor x: 2 to�cki.
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6. (20) Naj bo

A =

0

B

@

a 1 0

0 a 1

0 0 a

1

C

A

:

a. (10) Privzemite a 6= 0. Izra�cunajte A

�1

.

Re�sitev: Ozna�cimo stolpce inverzne matrike z x

1

, x

2

in x

3

. Vektor x

1

mora

zado�s�cati ena�cbi

Ax

1

=

0

B

@

1

0

0

1

C

A

:

Dobimo, da je

x

1

=

0

B

@

1

a

0

0

1

C

A

:

Podobno ra�cunamo za ostala dva stolpca. Rezultat:

A

�1

=

0

B

@

1

a

�

1

a

2

1

a

3

0

1

a

�

1

a

2

0 0

1

a

1

C

A

:

Ocenjevanje:

{ Nastavek za iskanje inverzne matrike: 2 to�cki.

{ Prvi stolpec: 2 to�cki.

{ Drugi stolpec: 2 to�cki.

{ Tretji stolpec: 2 to�cki.

{ Razultat: 2 to�cki.

b. (10) Poka�zite, da ima matrikaA en sam lastni vektor x, da pa obstajata vektorja

y in z, da je

(A� aI)y = x in (A� aI)z = y :

Re�sitev: Karakteristi�cni polinom matrike A je P (�) = (a � �)

3

s trojno ni�clo

� = a. Lastni vekor(ji) mora(jo) zado�s�cati ena�cbi

0

B

@

0 1 0

0 0 1

0 0 0

1

C

A

0

B

@

x

1

x

2

x

3

1

C

A

= 0 :

Ker je rang(A� aI) = 2, bo lastni vektor en sam (vsaj do mno�zenja s konstanto

natan�cno), recimo x = (1; 0; 0)

T

.

Hitro najdemo tudi y = (0; 1; 0)

T

in z = (0; 0; 1).

Ocenjevanje:

{ Karakteristi�cni polinom: 2 to�cki.

{ Lastna vrednost in lastni vektor: 2 to�cki.

{ Rang A� I: 2 to�cki.

{ Vektor y: 2 to�cki.

{ Vektor z: 2 to�cki.
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