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1. (20) Limite:

a. (10) Naj bo a;  > 0

a

n

=

(+ 1)(+ 2) � � � (+ n)

a(a + 1)(a+ 2) � � � (a+ n)

:

Izra�unajte

lim

n!1

n

�

a

n

a

n+1

� 1

�

:

Re�sitev: Ra�unamo

a

n

a

n+1

� 1 =

a + n+ 1

+ n + 1

� 1

=

a� 

 + n+ 1

:

Sledi

lim

n!1

n

�

a

n

a

n+1

� 1

�

= lim

n!1

n �

� a

 + n+ 1

= a�  :

{ Kvoient: 2 to�ki.

{ Od�stevanje 1: 2 to�ki.

{ Pretvorba: 2 to�ki.

{ Mno�zenje z n: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte limito

lim

x#0

�

1

x

2

�

1

x

�

x

:

Re�sitev: Prepi�semo

�

1

x

2

�

1

x

�

x

=

�

1� x

x

2

�

x

:

Ra�unamo limito logaritma.

lim

x#0

x(log(1� x)� 2 log x)

= 0 :

Upo�stevali smo, da je

lim

x#0

x log x = 0 :

Prvotna limita je tako enaka 1.

Oenjevanje:

{ Skupni imenovale: 2 to�ki.

{ Logaritmiranje: 2 to�ki.

{ Prvi �len: 2 to�ki.

{ Drugi �len: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.
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2. Funkija f naj bo poljubno mnogokrat odvedljiva na R. Naj bo f(0) = 1, f

0

(0) = 0

in naj velja zveza

x

2

f

00

(x) + xf

0

(x) + x

2

f(x) = 0 :

a. (10) Ozna�ite 

n

= f

(n)

(0)=n!. S pomo�jo Leibnizovega pravila poka�zite

n

2



n

+ 

n�2

= 0 :

Re�sitev: Enakost v besedilu naloge odvajamo n-krat po x. Dobimo

x

2

f

(n+2)

(x) + 2nxf

(n+1)

(x) + n(n� 1)f

(n)

(x) + xf

(n+1)

(x)+

+ nf

(n)

(x) + x

2

f

(n)

(x) + 2nxf

(n�1)

(x) + n(n� 1)f

(n�2)

(x) = 0 :

Vstavimo x = 0 in uporabimo oznako 

n

= f

(n)

(0)=n!. Dobimo

n! � n(n� 1)

n

+ n! � n

n

+ (n� 2)! � n(n� 1)

n�2

= 0 :

Delimo z n! in dobimo

n

2



n

+ 

n�2

= 0 :

Oenjevanje:

{ Ideja z odvajanjem enakosti: 2 to�ki.

{ Odvajanje prvega �lena: 2 to�ki.

{ Odvajanje drugega �lena: 2 to�ki.

{ Odvajanje tretjega �lena: 2 to�ki.

{ Urejanje in rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Zapi�site Taylorjev polinom 2n-te stopnje za funkijo f(x) okrog to�ke x

0

=

0.

Namig: Obravnavajte 

n

posebej za lihe in za sode n.

Re�sitev: Iz besedila naloge sledi 

0

= 1 in 

1

= 0. Ker je 

1

= 0, so vsi lihi 

n

enaki 0. Ozna�imo a

n

= 

2n

. Ra�unamo

a

n

= �

a

n�1

(2n)

2

=

a

n�2

(2n)

2

(2(n� 1))

2

= � � � � � � � � �

=

(�1)

n

2

2n

(n!)

2

:

Sledi

T

2n

(x) =

n

X

k=0

(�1)

k

x

2k

2

2k

(k!)

2

:

Oenjevanje:

{ Za�etna �lena: 2 to�ki.

{ Lihi �leni: 2 to�ki.

{ Uporaba rekurzije: 2 to�ki.

{ Iteraija rekurzije: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.
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3. (20) Integriranje.

a. (10) Z integriranjem per partes izra�unajte

Z

1

0

xe

�x

sin x dx :

Re�sitev: Ra�unamo

I =

Z

1

0

xe

�x

sin x dx

= �xe

�x

sin x

�

�

1

0

+

Z

1

0

(sin x + x os x)e

�x

dx

=

Z

1

0

e

�x

sin x dx +

Z

1

0

xe

�x

os x dx

=

Z

1

0

e

�x

sin x dx� xe

�x

os x

�

�

1

0

+

Z

1

0

e

�x

(os x� x sin x) dx

=

Z

1

0

e

�x

sin x dx +

Z

1

0

e

�x

os x dx� I :

Ra�unamo posebej vsakega od zgornjih integralov.

Z

1

0

e

�x

sin x dx = �e

�x

sin x

�

�

1

0

+

Z

1

0

e

�x

os x dx

= �e

�x

os x

�

�

1

0

�

Z

1

0

e

�x

sin x dx :

Sledi

Z

1

0

e

�x

sin x dx =

1

2

:

Podobno izra�unamo integral s os x. Sledi 2I = 1 ali I = 1=2.

Oenjevanje:

{ Prvo integriranje per partes: 2 to�ki.

{ Drugo integiranje per partes: 2 to�ki.

{ Prvi vmesni integral: 2 to�ki.

{ Drugi vmesni integral: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Z uvedbo nove spremenljivke izra�unajte integral

Z

�=2

0

os

2

x

os

2

x + 2 sin

2

x

dx :

Re�sitev: Delimo �steve in imenovale s os

2

x in postavimo tg(x) = u, torej

dx = du=(1 + u

2

). Ra�unamo

Z

�=2

0

os

2

x

os

2

x + 2 sin

2

x

dx =

Z

1

0

du

(1 + 2u

2

)(1 + u

2

)

= 2

Z

1

0

�

�

1

2(1 + u

2

)

+

1

1 + 2u

2

�

du

= �artguj

1

0

+

p

2artg(

p

2u)j

1

0

= ��=2 + �=

p

2 :

Oenjevanje:

4



Matematika 1, 2001/2002, G. Andra�se, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, A. Turn�sek

{ Deljenje: 2 to�ki.

{ Nova spremenljivka: 2 to�ki.

{ du: 2 to�ki.

{ Parialni ulomki: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.
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4. (20) Telo vr�zemo navpi�no navzgor s povr�sja zemlje. Ozna�imo hitrost telesa v

trenutku t z v(t). Ob upo�stevanju zra�nega upora, bo hitrost opisovala diferenialna

ena�ba

m _v = �mg � kv ;

kjer je m masa telesa, g zemeljski pospe�sek in k konstanta.

a. (10) Poi�s�ite splo�sno re�sitev diferenialne ena�be.

Re�sitev: Ena�ba je nehomogena linearna prvega reda. Homogena re�sitev je v(t) =

e

�kt=m

. Za nehomogeno ena�bo poskusimo s konstanto. Hitro se prepri�amo, da

je konstanta �mg=k partikularna re�sitev ena�be. Splo�sna re�sitev bo torej

v(t) = �

mg

k

+ e

�kt=m

za neko konstanto .

Oenjevanje:

{ Homogeni del: 2 to�ki.

{ Nastavek za partikularno re�sitev: 2 to�ki.

{ Partikularna re�sitev: 2 to�ki.

{ Linearna kombinaija: 2 to�ki.

{ Re�sitev: 2 to�ki.

b. (10) V katerem trenutku bo telo doseglo najvi�sjo lego? Za�etna hitrost je enaka

v

0

.

Re�sitev: Ustre�i moramo za�etnemu pogoju, torej

v

0

= v(0) = �

mg

k

+  :

Sledi

v(t) = v

0

e

�kt=m

�

mg

k

(1� e

�kt=m

) :

Ozna�imo trenutek, ko bo telo najvi�se, s t

0

. Hitrost v tem trenutku bo enaka 0,

torej mora veljati

0 = v

0

e

�kt

0

=m

0

�

mg

k

(1� e

�kt

0

=m

) :

Sledi

e

�kt

0

=m

(v

0

+

mg

k

) =

mg

k

ali

t

0

=

m

k

log

�

v

0

k +mg

mg

�

:

Oenjevanje:

{ Upo�stevanje za�etnega pogoja: 2 to�ki.

{ Ideja, da je hitrost enaka 0: 2 to�ki.

{ Ena�ba za t

0

: 2 to�ki.

{ Preureditev: 2 to�ki.

{ t

0

: 2 to�ki.
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5. Poljubna dva od enotskih vektorjev a, b in  oklepata kot �=3 in velja (a;b; ) > 0.

a. (10) Utemeljite, da velja

 = �(a+ b) + �(a� b)

in izra�unajte koe�ienta � in �.

Namig: Upo�stevajte (; ) = 1.

Re�sitev: Vektorji a, b in a � b so baza prostora, zato lahko poljuben vektor

napi�semo kot linearno kombinaijo teh vektorjev. Zaradi simetrije sta koe�ienta

pri a in b enaka. Za izra�un koe�ientov mno�zimo najprej z a. Dobimo

(; a) = �((a; a) + (b; a)) ;

torej

1=2 = �(1 + 1=2)

ali � = 1=3. Vektor  je enotski, zato mora veljati

1 = (; )

= �

2

(a+ b; a + b) + �

2

(a� b; a� b)

= 3�

2

+ �

2

(1� 1=4) Lagrangeva identiteta

= 3�

2

+ 3�

2

=4 :

Sledi �

2

= 8=9. Ker je (a;b; ) > 0, mora biti � = 2

p

2=3.

Oenjevanje:

{ Utemeljitev razvoja po bazi: 2 to�ki.

{ Simetrija: 2 to�ki.

{ Mno�zenje z a: 2 to�ki.

{ Mno�zenje z a� b: 2 to�ki.

{ Koe�ienti: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte (a;b; ).

Re�sitev: Uporabimo linearnost me�snega produkta. Ra�unamo

(a;b; ) = (a;b; (a + b)=3 + 2

p

2=3(a� b))

= 2

p

2(a;b; a� b)=3

= 2

p

2(a� b; a� b)

= 2

p

2(1� 1=4)

= 3

p

2=2 :

Oenjevanje:

{ Zapis  z linearno kombinaijo: 2 to�ki.

{ Linearnost me�sanega produkta: 2 to�ki.

{ Me�sani produkt linearno odvisnih vektorjev: 2 to�ki.

{ Lagrangeova identiteta: 2 to�ki.

{ Konni rezultat: 2 to�ki.
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6. (20) Naj bo

E =

0

�

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1

A

in de�nirajte

A = I+ �E in B = I+ �E :

a. (10) Naj bo � 6= �1=3. Poi�s�ite tak �, da bosta matriki A in B inverzni.

Re�sitev: Z mno�zenjem ugotovimo, da je

E

2

= 3E :

Ra�unamo

AB = (I+ �E)(I+ �E)

= I+ �E+ �E+ ��E

2

= I+ (� + � + 3��)E :

�

Ce �zelimo, da je AB = I, mora biti � + � + 3�� = 0, torej

� = �

�

1 + 3�

:

Oenjevanje:

{ Kvadrat E: 2 to�ki.

{ Mno�zenje A in B: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje E

2

: 2 to�ki.

{ Ugotovitev �+ � + 3�� = 0: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

{

b. (10) Z matemati�no indukijo poka�zite, da je

A

n

= I+

1

3

((1 + 3�)

n

� 1))E

za poljubno elo �stevilo n � 1.

Re�sitev: Formula dr�zi za n = 1. Predpostavimo, da formula dr�zi za n � 1.

Ra�unamo

A

n

= A

n�1

A

=

�

I+

1

3

�

(1 + 3�)

n�1

� 1

�

E

�

(I+ �E)

= I+

1

3

�

(1 + 3�)

n�1

� 1

�

E+ �E+

�

3

�

(1 + 3�)

n�1

� 1

�

E

2

= I+

1

3

�

(1 + 3�)

n�1

� 1

�

E+ �E+ �

�

(1 + 3�)

n�1

� 1

�

E

= I+

1

3

�

(1 + 3�)

n�1

� 1 + 3�(1 + 3�)

n�1

�

E

= I+

1

3

�

(1 + 3�)

n�1

(1 + 3�)� 1

�

E

= I+

1

3

((1 + 3�)

n

� 1))E :

Oenjevanje:
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{ Preverjanje za n = 1: 2 to�ki.

{ Indukijska predpostavka: 2 to�ki.

{ Mno�zenje: 2 to�ki.

{ Urejanje: 2 to�ki.

{ Indukijski sklep: 2 to�ki.
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