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1. (20) Limite.

a. (10) Zaporedje x

1

; x

2

; : : : naj bo de�nirano rekurzivno z x

1

= 1=2 in 7x

n+1

=

x

3

n

+6. Poka�zite, da je zaporedje monotono in omejeno. Sklepajte, da ima limito

in jo izra�
unajte.

Re�sitev: O�
itno so vsi �
leni zaporedja pozitivni. Z induk
ijo poka�zemo, da velja

x

n

< 1 za vse n. Za n = 1 trditev dr�zi po de�ni
iji. Re
imo, da velja x

n

< 1.

Potem je x

3

n

< 1, torej x

3

n

+ 6 < 7. Delimo s 7 in sledi, da je x

n+1

< 1. S tem

je induk
ijski korak zaklju�
en.

Na osnovi prvega in drugega �
lena sklepamo, da je zaporedje nara�s�
ajo�
e. Za

dokaz uporabimo spet induk
ijo. Velja x

2

> x

1

. Re
imo, da velja x

n

> x

n�1

.

Potem je

x

n+1

� x

n

=

1

7

(x

3

n

� x

3

n�1

) > 0 ;

torej je tudi x

n+1

> x

n

.

Nara�s�
ajo�
e omejeno zaporedje ima limito. Ozna�
imo jo z x. Vemo, da mora

limita ustrezati ena�
bi 7x = x

3

+6. Re�sitve te ena�
be so x = �3, x = 1 in x = 2.

Kot limita zaradi omejenosti z 1 pride v po�stev le x = 1.

O
enjevanje:

{ Omejenost z 1: 2 to�
ki.

{ Ideja z nara�s
anjem: 2 to�
ki.

{ Dokaz, da zaporedje nara�s�
a: 2 to�
ki.

{ Sklep o obstoju limite in ena�
ba: 2 to�
ki.

{ Limita: 2 to�
ki.

b. (10) Izra�
unajte limito

lim

x#0

�

2

sin

2

x

+

1


os x� 1

�

:

Re�sitev: Izraz najprej pretvorimo. Ra�
unamo

2

sin

2

x

+

1


os x� 1

=

2(
os x� 1) + sin

2

x

sin

2

x(
os x� 1)

=

�4 sin

2

(x=2) + 4 sin

2

(x=2) 
os

2

(x=2)

sin

2

x(
os x� 1)

=

4 sin

2

(x=2)(
os

2

(x=2)� 1)

sin

2

x(
os x� 1)

=

�4 sin

4

(x=2)

sin

2

x(
os x� 1)

:

2
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Ra�
unamo

lim

x#0

�

2

sin

2

x

+

1


os x� 1

�

= lim

x#0

�4 sin

4

(x=2)

sin

2

x(
os x� 1)

= lim

x#0

sin

4

(x=2)

4(x=2)

4

�

x

4

sin

2

x(1� 
os x)

=

1

4

lim

x#0

x

2

1� 
os x

=

1

2

:

O
enjevanje:

{ Skupni imenovale
: 2 to�
ki.

{ Pretvorba: 2 to�
ki.

{ Upo�stevanje limite sin x=x: 2 to�
ki.

{ Upo�stvanje limite: x

2

=(1 � 
os x): 2 to�
ki.

{ Rezultat: 2 to�
ki.
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2. (20) Kvader naj ima strani
e x, y in z. Med vsemi kvadri, ki imajo skupno dol�zino

robov R = 4(x+ y+ z) in skupno povr�sino S = 2(xy+ xz + yz) �zelimo najti tistega z

najve�
jo prostornino V = xyz. Prostornino lahko izrazimo kot funk
ijo x kot

V (x) = x

�

S

2

� x

�

R

4

� x

��

:

Predpostavite, da je R

2

=48 � R

2

=12 � 2S � 0. V tem primeru pridejo v po�stev

vrednosti x

R

12

�

1

6

p

R

2

� 24S � x �

R

12

+

1

6

p

R

2

� 24S :

a. (10) Poi�s�
ite sta
ionarne to�
ke funk
ije V (x) na intervalu, na katerem so lahko

vrednosti x.

Re�sitev: Odvajamo in poenostavimo

V

0

(x) =

S + x (�R + 6 x)

2

:

Sta
ionarne to�
ke so re�sitve te kvadratne ena�
be. Re�sitve zlahka najdemo kot

x

1

=

R

12

+

1

12

p

R

2

� 24S in x

2

=

R

12

�

1

12

p

R

2

� 24S :

Obe sta
ionarni to�
ki sta na intervalu, kjer so lahko vrednosti x.

O
enjevanje:

{ Odvod: 2 to�
ki.

{ Poenostavitev: 2 to�
ki.

{ Ideja z iskanjem ni�
el: 2 to�
ki.

{ Ni�
li: 2 to�
ki.

{ Preverjanje, da so ni�
le na intervalu: 2 to�
ki.

b. (10) Naj bo R

2

� 24S = 4 in R

2

= 64. Poi�s�
ite absolutni maksimum funk
ije

V (x) na danem intervalu v tem primeru. Preverite tudi vrednosti v kraji�s�
ih

intervala.

Re�sitev: Drugi odvod funk
ije V (x) je

V

00

(x) = �

R

2

+ 6x :

Sledi

V

00

(x

1

) =

1

2

p

R

2

� 24S > 0 in V

00

(x

2

) = �

1

2

p

R

2

� 24S < 0 :

To�
ka x

1

je torej lokalni minimum, to�
ka x

2

pa lokalni maksimum. Preveriti

moramo �se, da maksimum ni dose�zen na robu intervala. Izra�
unamo vrednosti

V (1=3) = 25=108 in V (1) = 1=4 :

Absolutni maksimum na intervalu je v to�
ki x = 1 in to�
ki x = 1=2.

O
enjevanje:

{ Drugi odvod: 2 to�
ki.

{ Klasi�ka
ija sta
ionarnih to�
k: 2 to�
ki.

{ Ideja s preverjanjem vrednosti na robu: 2 to�
ki.

{ Izra�
uni vrednsoti: 2 to�
ki.

{ Kon�
ni sklep: 2 to�
ki.

4
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3. (20) Integriranje.

a. (10) Z uporabo integra
ije per partes izra�
unajte integral

Z

log(1+

p

2)

0

sinh

2

x dx


osh

3

x

:

Izberitef(x) =

sinh x


osh

3

x

. Kot znano upo�stevajte, da je sinh(log(1 +

p

2)) = 1.

Namigi:


osh

2

x� sinh

2

x = 1 in

1


osh x

=


osh x


osh

2

x

:

Re�sitev: Ker je 
osh

2

x� sinh

2

x = 1, je 
osh

2

(log(1 +

p

2)) = 2. Izberemo

f(x) =

sinh x


osh

3

x

in G(x) = sinh x :

Sledi

F (x) = �

1

2
osh

2

x

in g(x) = 
osh x :

Ra�
unamo

Z

log(1+

p

2)

0

sinh

2

x dx


osh

3

x

= �

sinh x

2
osh

2

x

�

�

�

�

log(1+

p

2)

0

+

1

2

Z

log(1+

p

2)

0

dx


osh x

= �

1

4

+

1

2

Z

log(1+

p

2)

0


oshx dx


osh

2

x

= �

1

4

+

1

2

Z

log(1+

p

2)

0


osh x dx

1 + sinh

2

x

= �

1

4

+

1

2

ar
tg(sinh x)j

log(1+

p

2)

0

= �

1

4

+

�

8

:

O
enjevanje:

{ Izbira f : 2 to�
ki.

{ Izbira G: 2 to�
ki.

{ Prvi korak per partes: 2 to�
ki.

{ Drugi integral: 2 to�
ki.

{ Rezultat: 2 to�
ki.

b. (10) Izra�
unajte integral

Z

1

0

r

x

1� x

dx :

Re�sitev: Uvedemo novo spremenljivko x=(1� x) = u

2

. Ra�
unamo

x =

u

2

1 + u

2

in

2 u du

(1 + u

2

)

2

= dx :

5
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Sledi

Z

1

0

r

x

1� x

dx =

Z

1

0

2 u

2

du

(1 + u

2

)

2

= �

u

1 + u

2

�

�

�

�

1

0

+

Z

1

0

du

1 + u

2

= ar
tg u

�

�

�

�

1

0

=

�

2

:

O
enjevanje:

{ Nova spremenljivka: 2 to�
ki.

{ Meje: 2 to�
ki.

{ dx: 2 to�
ki.

{ Per partes: 2 to�
ki.

{ Rezultat: 2 to�
ki.
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4. (20) V matemati�
ni biologiji nastopi Beverton-Holtova diferen
ialna ena�
ba

y

0

= �(a + by)y ;

kjer sta a in b dani pozitivni konstanti.

a. (10) Poi�s�
ite splo�sno re�sitev zgornje diferen
ialne ena�
be.

Re�sitev: Ena�
bo prepi�semo v

y

0

(a+ by)y

= �1 :

Za re�sitev je treba izra�
unati integral

Z

dy

(a + by)y

=

1

a

Z

�

�b

a+ by

+

1

y

�

dy

=

1

a

(� log(a+ by) + log y) :

Sledi

log

�

y

a + by

�

= �a(x + 
)

za neko konstanto 
. Sledi

y

a + by

= e

�a(x+
)

ali

y =

ae

�a(x+
)

1� be

�a(x+
)

:

O
enjevanje:

{ Prepis v obi�
ajno obliko: 2 to�
ki.

{ Pa
ialni ulomki: 2 to�
ki.

{ Integral na levi: 2 to�
ki.

{ Pretvorba: 2 to�
ki.

{ Splo�sna re�stev: 2 to�
ki.

b. (10) Poi�s�
ite re�sitev diferen
ialne ena�
be, za katero je y(0) = y

0

> 0. Izra�
unajte

�se lim

x!1

y(x).

Re�sitev: V splo�sni re�sitvi moramo dolo�
iti ustrezno konstanto. Dobimo

y

0

a+ by

0

= e

�a


:

Sledi

y =

ay

0

e

�ax

a+ by

0

� by

0

e

�ax

=

ay

0

e

�ax

a + by

0

(1� e

�ax

)

:

Za limito zlahka vidimo, da je

lim

x!1

y(x) = 0 :

O
enjevanje:

{ Kam bi del?: 2 to�
ki.

{ Uporaba a.: 2 to�
ki.

{ Ena�
ba za 
: 2 to�
ki.

{ Re�sitev: 2 to�
ki.

{ Limita: 2 to�
ki.
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5. (20) Dana naj bosta pravokotna vektorja a in b. Vektor a je enotski. Enotski

vektor x ustreza ena�
bi

(((a� x)� a)� x)� a = b :

a. (10) Izrazite dol�zino vektorja b s skalarnim produktom (a;x).

Re�sitev: Ra�
unamo

(a� x)� a = (a; a)x� (a;x) a = x� (a;x) a ;

(((a� x)� a)� x) = �(a;x) (a� x)

in

((((a� x)� a)� x)� a = (a;x)(�x+ (a;x) a) :

Dol�zino vektorja b izra�
unamo kot

jbj

2

= (a;x)

2

((x;x) + (a;x)

2

(a; a)� 2(a;x)

2

) = (a;x)

2

(1� (a;x)

2

) :

O
enjevanje:

{ Ideja s pravilom za trojni vektorski produkt: 2 to�
ki.

{ Prva uporaba: 2 to�
ki.

{ Druga uporaba: 2 to�
ki.

{ Formula za dol�zino: 2 to�
ki.

{ Dol�zina: 2 to�
ki.

b. (10) Naj bo jbj = 1=2. Naj velja (b;x) > 0. Izrazite vektor x z vektorjema a in

b.

Re�sitev: Iz a. razberemo, da mora biti

(a;x)

2

(1� (a;x)

2

) =

1

4

;

torej (a;x) = �

p

1=2. Iz

(a;x)(�x + (a;x) a) = b

sledi, da je

x = (a;x) a�

b

(a;x)

:

V po�stev prideta vektorja

x =

p

1=2a�

p

2b in x = �

p

1=2a +

p

2b :

Ker mora biti (x;b) > 0, pride v po�stev le drugi od obeh vektorjev.

O
enjevanje:

{ (a;x): 2 to�
ki.

{ Izra�zava x: 2 to�
ki.

{ Kandidata: 2 to�
ki.

{ Upo�stevanje (x;b) > 0: 2 to�
ki.

{ Rezultat: 2 to�
ki.
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6. (20) Naj bo za pozitivni �stevili a in b dana matrika

A =

0

�

a �a 0

�a a+ b �b

0 �b b

1

A

:

b. (10) Ozna�
ite q =

p

a

2

+ b

2

� ab. Preverite, da je vektor (a � b + q;�a � q; b)

lastni vektor matrike A. Kateri lastni vrednosti pripada?

Re�sitev: Zmno�zimo

0

�

a �a 0

�a a+ b �b

0 �b b

1

A

0

�

a� b + q

�a� q

b

1

A

=

0

�

2a

2

� ab + 2aq

�2a

2

� b

2

� 2aq � bq

b

2

+ ab + bq

1

A

Iz zadnje komponente razberemo, da bi morala biti lastna vrednost enaka � =

a + b+ q. Preveriti moramo �se ostali dve komponenti. Ra�
unamo

(a+b+q)(a�b+q) = 2a

2

�ab+2aq in (a+b+q)(�a�q) = �2a

2

�b

2

�2aq�bq :

Velja torej

0

�

a �a 0

�a a+ b �b

0 �b b

1

A

0

�

a� b + q

�a + q

b

1

A

= (a+ b + q)

0

�

a� b + q

�a� q

b

1

A

Dani vektor je res lastni vektor.

O
enjevanje:

{ Mno�zenje: 2 to�
ki.

{ De�ni
ija lastnega vektorja: 2 to�
ki.

{ Lastna vrednost: 2 to�
ki.

{ Preverjanje za prvo komponento: 2 to�
ki.

{ Preverjanje za drugo komponento: 2 to�
ki.

b. (10) Poi�s�
ite �se ostala dva lastna vektorja matrike A.

Namig: Lahko uporabite dejstvo, da so lastni vektorji matrike A med seboj or-

togonalni.

Re�sitev: Uporabimo Sarrusovo pravilo za izra�
un karakteristi�
nega polinoma in

dobimo

P (�) = (a� �)(a+ b� �)(b� �)� b

2

(a� �)� a

2

(b� �) :

Poenostavimo in dobimo

P (�) = �3 a b �+ 2 a �

2

+ 2 b �

2

� �

3

:

Prva ni�
la je o�
itno �

1

= 0. Ostali dve ni�
li sta re�sitvi kvadratne ena�
be

�

2

� 2(a+ b)�+ 3ab :

Ni�
li sta

�

2

= a + b+

p

a

2

+ b

2

� ab in �

3

= a+ b�

p

a

2

+ b

2

� ab :

9
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Naj bodo x

1

, x

2

in x

3

pripadajo�
i lastni vektorji. Za �

1

se hitro prepri�
amo, da

je x

1

= (1; 1; 1). Ozna�
imo q =

p

a

2

+ b

2

� ab. Za �

2

smo lastni vektor na�sli v

a. Za �

3

moramo najti netrivialno re�sitev ena�
b

0

�

�b + q �a 0

�a q �b

0 �b �a + q

1

A

x = 0 :

Natanko tak sistem z �q namesto q bi dobili, �
e bi iskali lastni vektor, ki pripada

lastni vrednosti �

2

. Lastni vektor bi moral biti (a � b � q;�a + q; b). Da to je,

preverimo podobno kot v a.

O
enjevanje:

{ Karakteristi�
ni polinom: 2 to�
ki.

{ Ni�
le: 2 to�
ki.

{ Ena�
ba za lastne vektorje: 2 to�
ki.

{ x

1

: 2 to�
ki.

{ x

3

: 2 to�
ki.
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