
FAKULTETA ZA STROJNI

�

STVO

Matematika 1

1. kolokvij

14. december 2001

Ime in priimek: Vpisna �st:

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve

na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki sta skupaj vredna 25

to�ck. Na razpolago imate 90 min.
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4.

Skupaj



Matematika 1, 2001/2002, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar

1. (25) Zaporedje x

0

; x

1

; : : : naj bo de�nirano rekurzivno z x

0

= 0 in

x

n+1

= 1 +

p

x

n

:

a. (15) Poka�zite, da je zaporedje navzgor omejeno s 4 in nara�s�cajo�ce.

Re�sitev: Uporabimo matemati�cno indukcijo. O�citno je x

0

� 4.

�

Ce je 0 � x

n

� 4,

potem je

p

x

n

� 2, torej x

n+1

� 1 + 2 � 4. Zaporedje je navzgor omejeno s 4.

Tudi monotonost doka�zemo z matemati�cno indukcijo. O�citno je x

1

> x

0

. Pa

denimo, da je x

n

> x

n�1

. Potem velja tudi neena�cba

x

n+1

= 1 +

p

x

n

> 1 +

p

x

n�1

= x

n

:

Torej je x

n+1

> x

n

in indukcijski korak je narejen.

Ocenjevanje:

{ Indukcijska predpostavka za omejenost: 3 to�cke.

{ Indukcijski korak za omejenost: 3 to�cke.

{ Prava ideja za monotonost: 3 to�cke.

{ Formulacija indukcijske predpostavke: 3 to�cke.

{ Indukcijski sklep: 3 to�cke.

b. (10) Sklepajte, da ima zaporedje limito in jo izra�cunajte.

Re�sitev: Nara�s�cajo�ca omejena zaporedja imajo vedno limito. Ozna�cimo limito v

na�sem primeru z x. Zanjo mora veljati ena�cba

x = 1 +

p

x :

Ozna�cimo u =

p

x in zgornja ena�cba preide v kvadratno ena�cbo

u

2

� u� 1 = 0

z re�sitvama u = (1�

p

5)=2. V po�stev pride le pozitivna re�sitev, zato je

x = u

2

=

3 +

p

5

2

:

Ocenjevanje:

{ Sklep, da limita obstaja: 2 to�cki.

{ Ena�cba za limito: 2 to�cki.

{ Re�sitvi ena�cbe za limito: 2 to�cki.

{ Sklep, da pride v po�stev le pozitivna re�sitev: 2 to�cki.

{ Limita: 2 to�cki.
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2. (25) Leonardo di Pisa-Fibonacci (1170-1240) je de�niral zaporedje Fibonaccijevih

�stevil rekurzivno s formulo:

F

0

= 0; F

1

= 1 in F

n+1

= F

n

+ F

n�1

:

Prvih nekaj Fibonaccijevih �stevil je tako 0,1,1,2,3,5,8,....

a. (15) Z matemati�cno indukcijo poka�zite, da velja

F

n

=

1

2

n

p

5

�

(1 +

p

5)

n

� (1�

p

5)

n

�

:

Namig:

1

2

(1 +

p

5)

2

= 3 +

p

5.

Re�sitev: Br�z lahko preverimo, da formula velja za n = 0 in n = 1. Pred-

postavimo, da formula velja za vsa �stevila 0; 1; : : : ; n. Ra�cunamo

F

n+1

= F

n

+ F

n�1

=

1

2

n

p

5

�

(1 +

p

5)

n

� (1�

p

5)

n

+ 2(1 +

p

5)

n�1

� 2(1�

p

5)

n�1

�

=

1

2

n

p

5

�

(1 +

p

5)

n�1

(3 +

p

5)� (1�

p

5)

n�1

(3�

p

5)

�

=

1

2

n

p

5

�

(1 +

p

5)

n�1

1

2

(1 +

p

5)

2

� (1�

p

5)

n�1

1

2

(1�

p

5)

2

�

=

1

2

n+1

p

5

�

(1 +

p

5)

n+1

� (1�

p

5)

n+1

�

:

S tem je indukcijski korak zaklju�cen.

Ocenjevanje:

{ Preverjanje za n = 0 in n = 1: 3 to�cke.

{ Formulacija indukcijske predpostavke: 3 to�cke.

{ Uporaba dane formule za F

n+1

: 3 to�cke.

{ Preoblikovanje �clenov in uporaba namiga: 3 to�cke.

{ Indukcijski sklep: 3 to�cke.

b. (10) Izra�cunajte

lim

n!1

F

n+1

F

n

:

Re�sitev: Ozna�cimo

� =

1

2

(1 +

p

5) in � =

1

2

(1�

p

5) :

Opazimo, da je j�j > j�j. Kvocient F

n+1

=F

n

lahko zapi�semo kot

F

n+1

F

n

=

�

n+1

� �

n+1

�

n

� �

n

:
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Ra�cunamo

lim

n!1

F

n+1

F

n

= lim

n!1

�

n+1

� �

n+1

�

n

� �

n

= lim

n!1

�� �(�=�)

n

1� (�=�)

n

= � ;

ker je

lim

n!1

�

n

�

n

= 0 :

Ocenjevanje:

{ Zapis s kvocientom: 2 to�cki.

{ Opa�zanje j� > jj�j: 2 to�cki.

{ Deljenje: 2 to�cki.

{ Preureditev: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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3. (25) Naj bo zaporedje a

n

dano z

a

n

=

1

(n+ �)(n+ � + 1)

za � > 0.

a. (10) Poka�zite, da vrsta

P

1

n=1

a

n

konvergira.

Re�sitev: Takoj vidimo, da je

1

(n + �)(n+ � + 1)

<

1

n(n + 1)

:

Ker vrsta

1

X

n=1

1

n(n + 1)

konvergira, lahko uporabimo izrek o majorizirani vrsti. Dana vrsta torej konver-

gira.

Ocenjevanje:

{ Izbor kriterija: 2 to�cki.

{ Ideja, s �cim majorizirati: 2 to�cki.

{ Majoriziranje: 2 to�cki.

{ Utemeljitev, da vrsta, ki majorizira, konvergira: 2 to�cki.

{ Sklep: 2 to�cki.

b. (15) Se�stejte vrsto

P

1

n=1

a

n

.

Re�sitev: Zapi�semo lahko

1

(n + �)(n+ � + 1)

=

1

n + �

�

1

n + �+ 1

:

Sledi, da je

s

n

= (

1

1 + �

�

1

2 + �

) + (

1

2 + �

�

1

3 + �

) + � � �+ (

1

n+ �

�

1

n + � + 1

)

=

1

1 + �

�

1

n+ � + 1

:

Torej je

lim

n!1

s

n

=

1

1 + �

:

Ocenjevanje:

{ Razcep na parcialne ulomke: 3 to�cke.

{ Formula za s

n

: 3 to�cke.

{ Delna vsota: 3 to�cke.

{ Limita delne vsote: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.
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4. (25) Limite funkcij:

a. (10) Izra�cunajte

lim

u#0

1�

p

1� u

2

u

2

:

Re�sitev:

�

Stevec in imenovalec pomno�zimo z 1 +

p

1� u

2

. Ra�cunamo

lim

u#0

1�

p

1� u

2

u

2

= lim

u#0

(1�

p

1� u

2

)(1 +

p

1 + u

2

)

u

2

(1 +

p

1� u

2

)

= lim

u#0

1� (1� u

2

)

u

2

(1 +

p

1� u

2

)

= lim

u#0

1

1 +

p

1� u

2

=

1

2

:

Ocenjevanje:

{ Ideja z mno�zenjem: 2 to�cki.

{ Izbor faktorja: 2 to�cki.

{ Poenostavitev: 2 to�cki.

{ Kraj�sanje: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (15) Izra�cunajte

lim

x!1

x

3=2

(

p

1 + x+

p

x� 1� 2

p

x) :

Namig: Pi�site x = 1=u, potem mno�zite in delite z

p

1 + u+

p

1� u+ 2.

Re�sitev: Pi�simo u = 1=x. Limita preide v

lim

u#0

u

�3=2

0

@

s

1 +

1

u

+

s

1

u

� 1� 2

s

1

u

1

A

= lim

u#0

u

�2

(

p

1 + u+

p

1� u� 2)

= lim

u#0

u

�2

(

p

1 + u+

p

1� u� 2)(

p

1 + u+

p

1� u+ 2)

(

p

1 + u+

p

1� u+ 2)

= lim

u#0

u

�2

(1 + u) + (1� u) + 2

p

1� u

2

� 4

(

p

1 + u+

p

1� u+ 2)

= lim

u#0

(�2)

1�

p

1� u

2

u

2

1

(

p

1 + u+

p

1� u+ 2)

= �

1

4

:

Ocenjevanje:
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{ Zamenjava x z 1=u: 3 to�cke.

{ Mno�zenje in deljenje: 3 to�cke.

{ Poenostavitev: 3 to�cke.

{ Kraj�sanje: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.
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