FAKULTETA ZA STROJNISTVO

Matematika 1
1. kolokvij
14. december 2001

Ime in priimek: Vpisna 513:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki gfadkupaj vredna 25
tock. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Zaporedje xg, 1, ... naj bo definirano rekurzivno z 25 = 0 in

Tpt1 = 14+ /Ty .
a. (15) Pokazite, da je zaporedje navzgor omejeno s 4 in narasc¢ajoce.

Regitev: Uporabimo matematicno indukcijo. Ocitno je zo < 4. Ce je0 < x, < 4,
potem je \/r, < 2, torej xpp1 < 142 < 4. Zaporedje je navzgor omejeno s 4.
Tudi monotonost dokaZemo z matematicno indukcijo. Ocitno je xy > x5. Pa
denimo, da je x, > x, 1. Potem velja tudi neenacba

Tpi1r=1+2, >14+ /2, 1 =2,.

Torej je xpi1 > T, in indukcijski korak je narejen.
Ocenjevanje:

— Indukcijska predpostavka za omejenost: 3 tocke.
— Indukcijski korak za omejenost: 3 tocke.

— Prava ideja za monotonost: 3 tocke.

— Formulacija indukcijske predpostavke: 3 tocke.
— Indukcijski sklep: 3 tocke.

b. (10) Sklepajte, da ima zaporedje limito in jo izracunajte.

Regitev: Nara$cajoca omejena zaporedja imajo vedno limito. Oznacimo limito v
nasem primeru z . Zanjo mora veljati enacba

r=1+x.
Oznacimo u = \/x in zgornja enacba preide v kvadratno enacbo
w—u—1=0
z resitvama u = (1 4+ +/5)/2. V postev pride le pozitivna resitev, zato je

2:3+\/5
— -

r=1u

Ocenjevanje:

— Sklep, da limita obstaja: 2 tocka.

— Enacba za limito: 2 toéki.

— Resitvi enacbe za limito: 2 tocki.

— Sklep, da pride v postev le pozitivna resitev: 2 tocki.

— Limita: 2 tock:.
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2. (25) Leonardo di Pisa-Fibonacci (1170-1240) je definiral zaporedje Fibonaccijevih
Stevil rekurzivno s formulo:

F():O, F1:1 in Fn+1:Fn+Fn—1-
Prvih nekaj Fibonaccijevih stevil je tako 0,1,1,2,3,5,8,....

a. (15) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da velja

F, = 2\[((1+\f) ~(1=V5)").

Namig: £(1+ V5)?2 =3 +/5.

Regitev: Brz lahko preverimo, da formula velja za n = 0 in n = 1. Pred-
postavimo, da formula velja za vsa Stevila 0,1, ... ,n. Racunamo

Fn+1 = F,+F,

::iﬁm+ﬁﬂﬁkﬁﬂ +2(1+ V)" =201 - VE) )

::fﬁm+ﬁww+ﬁkﬂ—ﬁwm—ﬁﬂ

:#f(mf) S+ VB = (1= VB (1 - V)

- 2n+1\/_ (( +\/_)n+1 (1 _\/g)nﬂ)'

S tem je indukcijski korak zakljucen.
Ocenjevanje:

— Preverjanje zan =0 in n = 1: 3 tocke.

— Formulacija indukcijske predpostavke: 3 tocke.

— Uporaba dane formule za Fy1: 3 tocke.

— Preoblikovanje élenov in uporaba namiga: 3 toéke.

— Indukcijski sklep: 3 tocke.

b. (10) Izrac¢unajte
Fn+1

n—oo  F

Resitev: Oznacimo
1 1
:5(1-1-\/5) in /L:i(l_\/g)-

Opazimo, da je |A| > |u|. Kvocient F, 1/ F, lahko zapisemo kot

Fn+1 A+l Mn-i—l
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Racunamo
Fn-i—l ) A\l Mn+1
| = lim
A — )
— m (/)
e T (/)"
= ),
ker je
g, e =0
Ocenjevanje:

— Zapis s kvocientom: 2 tocku.
— Opazange |\ > ||p|: 2 tock:.
— Deljenje: 2 tocka.

— Preureditev: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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3. (25) Naj bo zaporedje a,, dano z

1
(n+a)(n+a+1)

ap =
za o > ().

a. (10) Pokazite, da vrsta 22, a, konvergira.

Resitev: Takoj vidimo, da je

1 1
< .
n+a)n+a+1l) n(n+1)
Ker vrsta
> 1

PIRICESY
konvergira, lahko uporabimo izrek o majorizirant vrsti. Dana vrsta torej konver-
gira.
Ocenjevanje:

— Izbor kriterija: 2 tock:.

— Ideja, s éim majorizirati: 2 tocki.

— Majoriziranje: 2 tocki.

— Utemeljitev, da vrsta, ki majorizira, konvergira: 2 tocki.

— Sklep: 2 toéki.
b. (15) Sestejte vrsto Y00, ay.

Resitev: Zapisemo lahko

1 1 1

m+a)n+a+1) n+a n+ta+l

Sledi, da je

( 1 1 )+( 1 1 )+ +( 1 1 )
STL = — — ... —
l1+a 24« 24+a 3+« n+a nt+a+l
. 1 1
14+ a n4+a+1’
Torej je
. 1
lim s, = .
n—00 1—|—CY
Ocenjevanje:

— Razcep na parcialne ulomke: 3 tocke.
— Formula za sp: 3 tocke.

— Delna vsota: 3 tocke.

— Limita delne vsote: 3 toéke.

— Rezultat: 3 tocke.
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4. (25) Limite funkcij:

a. (10) Izracunajte

1 —=V1 —u?
lim ——.

ul0 U2

Regitev: Stevec in imenovalec pomnozimo z 1 + /1 — u?. Racunamo

Ocenjevanje:

1—vV1—u? (1 =1 —u2)(1 +V1+u2)

lm —— = 1
b u? et Y gy
, 1—(1—u?
= lim
uld u2(1 4+ /1 — u?)
I 1
= lim ———
uld 1+ /1 —u?
1
= 5

— Ideja z mnozZenjem: 2 toéki.

— Izbor faktorja: 2 tocki.

— Poenostavitev: 2 tocki.

— Krajsanje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tock:.

b. (15) Izracunajte

Ilgglo x3/2(\/1+x+\/x—1—2\/§).

Namig: Pisite © = 1/u, potem mnozite in delite z \/1 +u + /1 —u + 2.

Regitev: Pisimo u = 1/x. Limita preide v

Ocenjevanje:

lim w™
%0

Ty

hrglu \/1—i—u—i—\/l—u—2

LWV Hu+VT—u—-2)(V1+u+vVI—u+2)

I
uld (V1i+u++v1—u+2)
. (I +u)+ (I —u)+2v1 —u? —
lim
ul0 (V1+u+vV1—-u+2)
X 1—+v1—u? 1
lim (—2)
uf0 u? (V1+u+vV1—u+2)
1
1
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Zamenjava © z 1/u: 3 tocke.
Mnozenje in deljenje: 3 tocke.
Poenostavitev: 3 tocke.
Krajsanje: 3 tocke.

Rezultat: 3 tocke.



