FAKULTETA ZA STROJNISTVO

Matematika 1
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1. (25) Zaporedji ag, ay, as, ... in by, by, bs, ... naj bosta dani rekurzivno z ag = 2 in
bg =1in

(pi1 = i(an +b,) in by = apb,.
a. (15) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da je b, < b,y1 < api1 < ap.
Namig: Upostevagte, da za z,y > 0 velja \/Ty < £(z +y).

Regitev: Ker je a; = 3/2 in by = V2, neenakosti veljajo za n = 0. Recimo, da
neenakosti veljajo za n — 1, torej b, 1 <b, <a, <a, 1. Velja

1 1
p+1 = g(an + bn) S g(an + an) = ap
Velja
bn—l—l =V apby > V bpby, = by, .
Velja

1
bn-i—l = Vayb, < é(an + bn) = Gp41

po namigu. Indukcijski korak je s tem zakljucen.
Ocenjevanje:

— Zaéetek indukcije: 3 tocke.

— Indukcija za 1. neenakost: 3 tocke.
— Indukcija za 2. neenakost: 3 tocke.
— Indukcija za 3. neenakost: 3 tocke.

— Uporaba dane neenakosti: 3 tocke.
b. (10) Utemeljite, da imata zaporedji a,, in b, limiti in dokazite, da sta limiti enaki.

Resitev: Zaporedje ag, aq, . .. je padajoce in navzdol omejeno z 0, zato ima limito,
kon — oo. Zaporedje by, by, ... je narascajoce in navzgor omejeno z ag = 2, torej
ima limito, ko n — co. Oznacimo

a= lim a, m b= lim b,.
n—oo n—oo

Ker je api1 = %(an + b,), mora veljati

: I 1
3= i, e = 5 g (o ) = 3la D).

Sledi a = b.

Ocenjevanje:

— Monotonost an: 2 tocki.
— Omejenost an: 2 tocki.
— Momnotonost by, : 2 tocki.
— Omejenost by : 2 tocki.

— Ideja in izvedba za enakost limit: 2 tocki.
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2. (25) Naj bo funkcija G: [0,1] — R dana z
G(r)=1-1log(2—e"1).

Funkcije Gy, Ga,... na intervalu [0,1] naj bodo definirane rekurzivno s predpisom
G1 == G in
Gnp1(1) = (Gn 0 G)(7) = Gu(G(x)).

a. (15) Z matematicno indukcijo dokazite, da velja

n—(n— 1)ex1> |

n+1—ner-1

Go(z) = 1+10g<

Regitev: Formula drZi za n = 1. Recimo, da formula drZi za n. Racunamo

Gnia(r) = Gu(G(2))

Indukcijski korak je s tem zakljucen.

Ocenjevanje:

— Preverjanje za n = 1: 3 tocke.

— Formulacija indukcijske predpostavke: 3 tocke.
— Uporaba dane formule za G, y1: 3 tocke.

— Preoblikovanje élenov: 3 toéke.

— Indukcijski sklep: 3 tocke.
b. (10) Definirajte zaporedje rekurzivno z a; = G1(0) in a,+1 = G(a,). Izracunajte

lim a,, .
n—00

Regitev: 7 uporabo a. ugotovimo, da je a, = G,(0). Vemo, da je

n—(n— 1)61> |

n+1—ne!

Gn(0) =1+ log <

Ker je
—(n=1)e!
lim n—(n Je =1,
nsoo n+1—nel
je
lim G,(0)=1.
n—oo

Ocenjevanje:
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Upostevanje rezultata iz a.: 2 tocki.
Opazanje, da je an = Gpn (0): 2 tocki.
Notranja limita: 2 tocki.

Limita: 2 tocki.

Konéni rezultat: 2 tocki.
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3. (25) Za a > 0 naj bo dana vrsta

kjer je |q| < 1.
a. (10) Prepri¢jate se, da zgornja vrsta konvergira.

Resitev: Uporabimo, recimo, kvocientni kriterij za konvergenco vrst. Racunamo

«
. Ap+1 . n+1
lim = lim q
n—00 an, n—r00 n
= lql-
Ker je |q| < 1, vrsta konvergira.
Ocenjevanje:
— Izbira kriterija: 2 toéki.
— Zapis limite: 2 tocki.
— Krajsanje: 2 tocki.
— Limita: 2 tocki.
— Sklep: 2 toéki.
b. (15) Naj bo o = 1. Izrac¢unajte
o0 o0
§ ,kaquE 'qu
k=1 k=1

kjer je |q| < 1.
Namig: Naj bo s, delna vsota vrste. PokaZite, da je

Sn=(qSp_1+q+q +--+q".

Resitev: Najprej preverimo namig. Racunamo

@Sn1+q+q* + " =
= qq+2¢"+-+(n-1)¢"")+ (@ +¢" +--¢")
(@*+2¢° + -+ (n=1)¢" + (g +¢*+ - q")
= q+2¢+---+nd"

= .
Vemo, da vrsta konvergira. Oznacimo s = lim,_, s,. Ker velja

lim s, = lim (qsn,1+q+q2+...+qn) :
n—oo

n—o0
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velja
8:q8+2qk:qs+i.
k=1 —a

Sleds

Ocenjevanje:

— Preverjanje namiga: 3 tocke.

— Ideja z limito obeh strani: 3 tocke.

— Upostevanje dejstva, da vrsta konvergira: 3 tocke.
— Uporaba geometrijske vrste: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.
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4. (25) Naj bo «a dano realno §tevilo. Kot znano privzemite, da velja

lim

u—0 U
a. (10) Izracunajte

Regitev: Uvedimo novo spremenljivko x = 1/u.

Ocenjevanje:

1) -1
(w1 -1 _

in

lim

(w+ 1)+ (1 —u)®—2

u—0

u2

lim 2" ((1+2)* —2%) = a.

r—00

lim '~ ((1+2)* —2%) =

T—00

« 1 2
= 1im“—<<1+—> -
u—0 U U

= lim % ((u+1)

u—0

lim

u—0 U

= «.

— Ideja nove spremenljivke: 2 tocki.

— Nova spremenljivka: 2 tocki.

— Prepis: 2 tocki.

— Mnozenje z u®: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (15) Izra¢unajte

lim 227 ((1+2)*+ (v — 1)* — 22%) .

r—00

Resitev:s Uvedemo x = 1/u. Rac¢unamo

lim 22 (14 2)° + (r — 1) — 2°) =

T—00

Ocenjevanje:

a_l)

(u41) —1

u—0 ’u,2

He 1—u)*—2
e (1)
u—0 ’U,z
ala—1)

— Ideja nove spremenljivke: 3 tocke.

— Nova spremenljivka: 3 tocke.

— Prepis: 3 tocke.

— Mnozenje z u®: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.

TA

Racunamo
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