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Matematika 1

1. kolokvij

28. november 2003

Ime in priimek: Vpisna �st:

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve

na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki sta skupaj vredna 25

to�k. Na razpolago imate 90 min.

Naloga a. b. Skupaj

1.

2.

3.

4.

Skupaj
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1. (25) Zaporedji a

0

; a

1

; a

2

; : : : in b

0

; b

1

; b

2

; : : : naj bosta dani rekurzivno z a

0

= 2 in

b

0

= 1 in

a

n+1

=

1

2

(a

n

+ b

n

) in b

n+1

=

p

a

n

b

n

:

a. (15) Z matemati�no indukijo poka�zite, da je b

n

� b

n+1

� a

n+1

� a

n

.

Namig: Upo�stevajte, da za x; y � 0 velja

p

xy �

1

2

(x+ y).

Re�sitev: Ker je a

1

= 3=2 in b

1

=

p

2, neenakosti veljajo za n = 0. Reimo, da

neenakosti veljajo za n� 1, torej b

n�1

� b

n

� a

n

� a

n�1

. Velja

a

n+1

=

1

2

(a

n

+ b

n

) �

1

2

(a

n

+ a

n

) = a

n

:

Velja

b

n+1

=

p

a

n

b

n

�

p

b

n

b

n

= b

n

:

Velja

b

n+1

=

p

a

n

b

n

�

1

2

(a

n

+ b

n

) = a

n+1

po namigu. Indukijski korak je s tem zaklju�en.

Oenjevanje:

{ Za�etek indukije: 3 to�ke.

{ Indukija za 1. neenakost: 3 to�ke.

{ Indukija za 2. neenakost: 3 to�ke.

{ Indukija za 3. neenakost: 3 to�ke.

{ Uporaba dane neenakosti: 3 to�ke.

b. (10) Utemeljite, da imata zaporedji a

n

in b

n

limiti in doka�zite, da sta limiti enaki.

Re�sitev: Zaporedje a

0

; a

1

; : : : je padajo�e in navzdol omejeno z 0, zato ima limito,

ko n!1. Zaporedje b

0

; b

1

; : : : je nara�s�ajo�e in navzgor omejeno z a

0

= 2, torej

ima limito, ko n!1. Ozna�imo

a = lim

n!1

a

n

in b = lim

n!1

b

n

:

Ker je a

n+1

=

1

2

(a

n

+ b

n

), mora veljati

a = lim

n!1

a

n+1

=

1

2

lim

n!1

(a

n

+ b

n

) =

1

2

(a+ b) :

Sledi a = b.

Oenjevanje:

{ Monotonost a

n

: 2 to�ki.

{ Omejenost a

n

: 2 to�ki.

{ Monotonost b

n

: 2 to�ki.

{ Omejenost b

n

: 2 to�ki.

{ Ideja in izvedba za enakost limit: 2 to�ki.
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2. (25) Naj bo funkija G : [0; 1℄! R dana z

G(x) = 1� log(2� e

x�1

) :

Funkije G

1

; G

2

; : : : na intervalu [0; 1℄ naj bodo de�nirane rekurzivno s predpisom

G

1

= G in

G

n+1

(x) = (G

n

ÆG)(x) = G

n

(G(x)) :

a. (15) Z matemati�no indukijo doka�zite, da velja

G

n

(x) = 1 + log

�

n� (n� 1)e

x�1

n + 1� ne

x�1

�

:

Re�sitev: Formula dr�zi za n = 1. Reimo, da formula dr�zi za n. Ra�unamo

G

n+1

(x) = G

n

(G(x))

= 1 + log

�

n� (n� 1)e

G(x)�1

n+ 1� ne

G(x)�1

�

= 1 + log

 

n� (n� 1)

1

2�e

x�1

n+ 1� n

1

2�e

x�1

!

= 1 + log

�

n+ 1� ne

x�1

n + 2� (n + 1)e

x�1

�

:

Indukijski korak je s tem zaklju�en.

Oenjevanje:

{ Preverjanje za n = 1: 3 to�ke.

{ Formulaija indukijske predpostavke: 3 to�ke.

{ Uporaba dane formule za G

n+1

: 3 to�ke.

{ Preoblikovanje �lenov: 3 to�ke.

{ Indukijski sklep: 3 to�ke.

b. (10) De�nirajte zaporedje rekurzivno z a

1

= G

1

(0) in a

n+1

= G(a

n

). Izra�unajte

lim

n!1

a

n

:

Re�sitev: Z uporabo a. ugotovimo, da je a

n

= G

n

(0). Vemo, da je

G

n

(0) = 1 + log

�

n� (n� 1)e

�1

n+ 1� ne

�1

�

:

Ker je

lim

n!1

n� (n� 1)e

�1

n+ 1� ne

�1

= 1 ;

je

lim

n!1

G

n

(0) = 1 :

Oenjevanje:
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{ Upo�stevanje rezultata iz a.: 2 to�ki.

{ Opa�zanje, da je a

n

= G

n

(0): 2 to�ki.

{ Notranja limita: 2 to�ki.

{ Limita: 2 to�ki.

{ Kon�ni rezultat: 2 to�ki.
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3. (25) Za � > 0 naj bo dana vrsta

1

X

k=1

k

�

q

k

;

kjer je jqj < 1.

a. (10) Prepri�jate se, da zgornja vrsta konvergira.

Re�sitev: Uporabimo, reimo, kvoientni kriterij za konvergeno vrst. Ra�unamo

lim

n!1

�

�

�

�

a

n+1

a

n

�

�

�

�

= lim

n!1

�

�

�

�

�

n+ 1

n

�

�

q

�

�

�

�

= jqj :

Ker je jqj < 1, vrsta konvergira.

Oenjevanje:

{ Izbira kriterija: 2 to�ki.

{ Zapis limite: 2 to�ki.

{ Kraj�sanje: 2 to�ki.

{ Limita: 2 to�ki.

{ Sklep: 2 to�ki.

b. (15) Naj bo � = 1. Izra�unajte

1

X

k=1

k

�

q

k

=

1

X

k=1

k q

k

kjer je jqj < 1.

Namig: Naj bo s

n

delna vsota vrste. Poka�zite, da je

s

n

= qs

n�1

+ q + q

2

+ � � �+ q

n

:

Re�sitev: Najprej preverimo namig. Ra�unamo

qs

n�1

+ q + q

2

+ � � � q

n

=

= q(q + 2q

2

+ � � �+ (n� 1)q

n�1

) + (q + q

2

+ � � � q

n

)
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2

+ 2q

3
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n

+ (q + q

2

+ � � � q

n

)

= q + 2q

2

+ � � �+ nq

n

= s

n

:

Vemo, da vrsta konvergira. Ozna�imo s = lim

n!1

s

n

. Ker velja

lim

n!1

s

n

= lim

n!1

�

qs

n�1

+ q + q

2

+ � � �+ q

n

�

;
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velja

s = qs+

1

X

k=1

q

k

= qs+

q

1� q

:

Sledi

s =

q

(1� q)

2

:

Oenjevanje:

{ Preverjanje namiga: 3 to�ke.

{ Ideja z limito obeh strani: 3 to�ke.

{ Upo�stevanje dejstva, da vrsta konvergira: 3 to�ke.

{ Uporaba geometrijske vrste: 3 to�ke.

{ Rezultat: 3 to�ke.

6A



Matematika 1, 2003/2004, T. Novak, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar

4. (25) Naj bo � dano realno �stevilo. Kot znano privzemite, da velja

lim

u!0

(u+ 1)

�

� 1

u

= � in lim

u!0

(u+ 1)
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+ (1� u)

�
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= �(�� 1) :

a. (10) Izra�unajte

lim

x!1

x

1��

�

(1 + x)

�

� x

�

�

= � :

Re�sitev: Uvedimo novo spremenljivko x = 1=u. Ra�unamo
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x!1

x
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�
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�

� x

�
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=
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u

�

u
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u
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� 1

�
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�

� 1

u

= � :

Oenjevanje:

{ Ideja nove spremenljivke: 2 to�ki.

{ Nova spremenljivka: 2 to�ki.

{ Prepis: 2 to�ki.

{ Mno�zenje z u

�

: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

b. (15) Izra�unajte

lim

x!1

x

2��

((1 + x)

�

+ (x� 1)

�

� 2x

�

) :

Re�sitev:s Uvedemo x = 1=u. Ra�unamo

lim
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�

� 2

u

2

= �(�� 1) :

Oenjevanje:

{ Ideja nove spremenljivke: 3 to�ke.

{ Nova spremenljivka: 3 to�ke.

{ Prepis: 3 to�ke.

{ Mno�zenje z u

�

: 3 to�ke.

{ Rezultat: 3 to�ke.
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