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1. (25) Funkcija f naj bo dana s predpisom

f(x) = arctg(1 +

1

x

) :

a. (15) Navedite ali izra�cunajte:

{ De�nicijsko obmo�cje.

{ Asimptote.

{ Intervale nara�s�canja ali padanja.

{ lim

x#0

f(x) in lim

x#0

f

0

(x).

{ lim

x"0

f(x)in lim

x"0

f

0

(x).

{ To�cke prevoja.

Re�sitev:

{ De�nicijsko obmo�cje je Razen to�cke x = 0 cela realna os.

{ Asimptota je premica y = �=4.

{ Odvajamo in dobimo

f

0

(x) = �

1

1 + (1 +

1

x

)

2

�

1

x

2

:

Odvod je v vseh to�ckah de�nicijskega obmo�cja negativen, torej je funkcija

na (�1; 0) in (0;1) padajo�ca.

{ lim

x#0

f(x) = �=2.

{ lim

x#0

f

0

(x) = 1.

{ lim

x"0

f(x) = ��=2.

{ lim

x"0

f

0

(x) = 1.

{ Drugi odvod je

f

00

(x) =

4x + 2

(2x

2

+ 2x+ 1)

2

:

Prevoj je torej v to�cki x = �1=2.

Ocenjevanje:
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{ De�nicijsko obmo�cje: 3 to�cki.

{ Asimptote: 3 to�cki.

{ Intervale nara�s�canja ali padanja: 3 to�cki.

{ Prvi dve limiti: 2 to�cki.

{ Drugi dve limiti: 2 to�cki.

{ To�cke prevoja: 2 to�cki.

b. (10) Skicirajte graf funkcije f .

Re�sitev:
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Graf funkcije f(x)

Ocenjevanje:

{ Pravo padanje in nara�s�canje: 2 to�cki.

{ Prava nezveznost: 2 to�cki.

{ Prava asimptota: 2 to�cki.

{ Prava ni�cla: 2 to�cki.

{ Prav konkavnost, konveksnost: 2 to�cki.
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2. (25) Dana je poten�cna vrsta

1

X

k=1

x

k

2

k�1

k

:

a. (10) Ugotovite, za katere x zgornja poten�cna vrsta konverigira.

Re�sitev: Uporabimo kvocientni kriterij. Ra�cunamo

� = lim

n!1

�

�

�

�

a

n+1

a

n

�

�

�

�

= lim

n!1

n

2(n+ 1)

=

1

2

:

Vrsta torej konvergira za jxj < 2.

Ocenjevanje:

{ Nastavek za kvocientni kriterij: 3 to�cke.

{ Izra�cun limite: 3 to�cke.

{ Radij konvergence: 4 to�cke.

b. (15) Izra�cunajte vsoto neskon�cne vrste

1

X

k=1

1

4

k�1

k

:

Re�sitev: Vemo, da je

log(1 + x) =

1

X

k=1

(�1)

k+1

x

k

k

in ta vrsta konverigira za jxj < 1. Vstavimo v vrsto �x=4 namesto x. Dobimo

log(1�

x

4

) = �

1

X

k=1

x

k

4

k

k

:

Ta zadnja vrsta konvergira za jxj < 4, zato lahko vstavimo x = 1 in dobimo

� log(

3

4

) =

1

4

1

X

k=1

1

4

k�1

k

:

Rezultat:

1

X

k=1

1

4

k�1

k

= �4 log(

3

4

) :

Ocenjevanje:

{ Poten�cna vrsta za log)1 = x): 3 to�cke.

{ Ideja za �x=4: 6 to�ck.

{ Preverjanje konvergence za x = 1: 3 to�cke.

{ Razultat: 3 to�cke.
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3. (25) Funkcija f je de�nirana z

f(x) =

�

x+ 1

x� 1

�

2

je neskon�cnokrat zvezno odvedljiva na (�1; 1).

a. (15) Poka�zite, da je Taylorjev polinom n-te stopnje za funkcijo f v to�cki x

0

= 0

enak

T

n

(x) = 1 +

n

X

k=1

4kx

k

:

Namig: Odvajajte (x� 1)

2

� f(x).

Re�sitev: Izra�cunati moramo f

(k)

(0) za vse k � 0. Za k � 3 dobimo po Leibnizovi

formuli

�

f(x) � (x� 1)

2

�

(k)

= f

(k)

(x)(x�1)

2

+2kf

(k�1)

(x)�(x�1)+k(k�1)f

(k�2)

(x) = 0 :

Izra�cunamo najprej f(0) = 1, f

0

(0) = 4 in f

00

(0) = 16. Vstavimo v rekurzivno

formulo x = 0 in delimo z k!. Dobimo

f

(k)

(0)

k!

�

2f

(k�1)

(k � 1)!

+

f

(k�2)

(0)

(k � 2)!

= 0 :

�

Ce ozna�cimo koe�cient pri x

k

v T

n

(x) z a

k

, dobimo recimo

a

3

� 2a

2

+ a

1

= 0

torej a

3

= 12. Podobno je a

4

� 2a

3

+ a

2

= 0 ali a

4

= 16. Naprej je jasno.

Odgovor:

T

n

(x) = 1 +

n

X

k=1

4kx

k

:

Ocenjevanje:

{ Prvi trije �cleni: 5 to�ck.

{ Ideja po Leibnizu: 5 to�ck.

{ Rekurzivna formula: 3 to�cke. Rezultat: 2 to�cki.
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b. (10) Z uporabo mno�zenja poten�cnih vrst izra�cunajte 3. odvod funkcije

g(x) =

f(x)

1� x

v to�cki x

0

= 0.

Namig: Uporabite a., tudi �ce vam formule ne uspe izpeljati.

Re�sitev: Vemo, da je 1=(1�x) =

P

1

k=0

x

k

. Koe�cient pri x

3

v zmno�zku poten�cnih

vrst je

1 + 4 + 8 + 12 = 25 :

Tretji odvod je 25 � 3 � 2 � 1 = 150.

{ Mno�zenje vrst: 5 to�ck.

{ Od�citanje 3. odvoda: 5 to�ck.
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4. (25) Integracija per partes in integriranje racionalnih funkcij.

a. (10) Izra�cunajte

Z

e

1

x log

2

x dx :

Re�sitev: Postavimo f(x) = x in G(x) = log

2

x. Z integracijo per partes integral

preide v

Z

e

1

x log

2

x dx =

x

2

2

� log

2

x

�

�

�

e

1

�

1

2

Z

e

1

x

2

2 logx �

1

x

dx

=

e

2

2

�

Z

e

1

x logx dx

=

e

2

2

� (

x

2

2

log x

�

�

�

e

1

�

1

2

Z

e

1

x

2

�

1

x

dx)

=

e

2

2

�

e

2

2

+

x

2

4

�

�

�

e

1

=

1

4

(e

2

� 1)

Ocenjevanje:

{ Prvo integriranje per partes: 3 to�cke.

{ Drugo integriranje per partes: 3 to�cke.

{ Rezultat: 4 to�cke.

b. (15) Izra�cunajte

Z

2

1=2

dx

x(x

2

+ x+ 1)

:

Re�sitev: Integrand razbijemo na parcialne ulomke.

1

x(x

2

+ x + 1)

=

A

x

+

Bx + C

x

2

+ x + 1

:

Ena�cbe za konstante A, B in C so

A +B = 0

A +C = 0

A = 1
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Sledi A = 1, B = �1 in C = �1. Integriramo in dobimo

Z

2

1=2

dx

x(x

2

+ x + 1)

= log(x)

�

�

�

2

1=2

�

1

2

Z

2

1=2

2x+ 1 + 1

x

2

+ x + 1

dx

= 2 log(2)�

1

2

log(x

2

+ x + 1)

�

�

�

2

1=2

�

1

p

3

arctg(

2(x+ 1=2)

p

3

�

�

�

2

1=2

= 2 log(2) +

1

2

(log(

7

4

)� log(7))�

1

p

3

(arctg(

5

p

3

)� arctg(

2

p

3

))

= + log(2)�

1

p

3

(arctg(

5

p

3

)� arctg(

2

p

3

))

Ocenjevanje:

{ Razcep na parcialne ulomke: 6 to�ck.

{ Nedolo�ceni integral posameznih �clenov: 6 to�ck.

{ Rezultat: 3 to�cke.


