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Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite reSevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki gfadkupaj vredna 25
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1. (25) Funkcija f naj bo dana s predpisom

1/x —1/z

€
el/x + e—1l/z

— €

f(o) = tah() =

a. (15) Navedite ali izra¢unajte:

— Definicijsko obmocje.

— Asimptote.

— Intervale narascanja ali padanja.
— lim, o4 f(x) in lim, o4 f'(x).

— lim, o f(x)in lim,_,o_ f'(2).

Resitev:

— Definicigsko obmocje je razen tocke x = 0 cela realna os.
— Asimptota je premica y = 0.
— Odvajamo in dobimo

1 4
22 (el/v 4+ e 1/w)2 "

f'w) = —

Odvod je v vseh tockah definicijskega obmocja negativen, torej je funkcija
na (—00,0) in (0,00) padajoca.

— lim, o, f(z) = 1.

— lim, o4 f'(z) =0.

— lim, o f(x) = —1.

— lim, o f'(z) =0.

Ocenjevanje:

— Definicijsko obmocéje: 3 tocka.

— Asimptote: 3 tocki.

— Intervale naraséanja ali padanja: 3 tocki.
— Proi dve limaiti: 3 tocke.

— Drugi dve limiti: 3 tocke.
b. (10) Skicirajte graf funkcije f.

Resitev:
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Ocenjevanje:

— Pravo padanje in naraséanje: 4 tocke.
— Prava nezveznost: 2 tocki.
— Prava asimptota: 2 tocki.

— Pravi naklon v 0: 2 toék:.
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2. (25) Naj bo za = > e™! funkcija f(z) definirana z

f(ﬂf) — 2T = efrlogx.

a. (15) Naj bo g(x) inverzna funkcija funkcije f(x). Naj bo a > e~'. Izracunajte
g'(a”).

Regitev: Uporabimo formulo za odvod inverzne funkcije:

Lo
g(v) = fla(y)

V nasem primeru je g(a®) = a, zato

Ocenjevanje:

— Formula za odvod: 3 tocke.

— Izracun g(a®): 3 tocke.

— Pravilno vstavljanje v formulo: 3 tocke.
— Odvod f: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.
b. (10) Pokazite, da je za x > 0 vedno f”(z) > 0.

Resitev: Racunamo
f'(x) =2"(logz + 1) .

Odvajamo Se enkrat in uporabimo pravilo za odvod produkta. Dobimo
f"(z) = 2"(logw + 1)? + 2"

Drugi odvod je vsota dveh pozitivnih ¢lenov in zato pozitiven.
Ocenjevanje:

— Prui odvod: 2 toéki.

— Pravilo za odvajanje produkta: 2 tocki.

— Pravilo za odvajanje sestavljenih funkcij: 2 toéki.
— Drugi odvod: 2 tocki.

— Sklep o pozitivnosti: 2 tocki.



Matematika 1, 1998/99, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakrajsek

3. (20) Dana sta dva izvora svetlobe jakosti I; in I na razdalji d.

Vy %)

o~

I, d
Sl. 1 Izvora svetlobe na razdalji d.

a. (15) Osvetljenost tocke kjerkoli na daljici, ki povezuje izvora svetlobe je enaka
Ly + Ly, kjer je

_

kI
Ll— _—2

in L2 =

vt v3

Tukaj je k neka fizikalna konstanta, v; je oddaljenost od izvora 1 in v oddaljenost

od izvora 2. Kje na daljici, ki povezuje izvora, je osvetljenost tocke najbrz
najmanjsa?

Regitev: Oznacimo z v razdaljo od prvega izvora. Na tej razdalji je osvetljenost

enaka L vl
v, M2
f(’l))— UZ + (d_v)g'
Poiséemo stacionarne tocke. Najprej odvajamo.
2k1, 2k1,
/ [
f(?))— 1)3 +(d—v)3'
Izenacimo z 0 in izracunamo
U3 - Il
(d — U)3 N IQ
alt
v lh
d—ov N IQ
Izracunamo
d{/ I, /15
V= ——
1+ /1,

Ocenjevanje:

— Funkcija f(v): 8 tocke.
— Ideja z odvajanjem: 3 tocke.
— Pravilni odvod: 3 tocke.
— Izenaéenje z 0: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.
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b. (10) Pokazite, da ste v a. res nasli minimum.

Resitev: Izracunamo
. 6k, N 6k1,

Drugi odvod je povsod pozitiven, zato je funkcija konveksna na intervalu [0, d].
Stacionarna tocka iz a. je res minimum.

Ocenjevanje:

— Drugi odvod: 4 tocke.
— Opazanje, da je drugi odvod pozitiven: 2 tocki.

— Sklep na podlagi konveksnosti: 4 tocki.
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4. (25) Naj bo funkcija f na (—1,1) dana z
1 1+
fla) = 5log (=) -

1—=x

a. (10) Izracunajte n-ti odvod funkcije f v poljubni tocki z za n > 1.

Resitev: Zapisimo

L log(1 + z) — log(1 — x)) .

fla) =5

Odvajamo vsak ¢len posebej in dobimo

(log(1 + 2y = D = 1)!

(1+x)n
(log(1 — 2))™ = oo

Zdruzimo wn dobimo

f(n)(x) = 2 (1 + LL‘)n + (1 _ x)n

(n—1)! ((—1)n+1 | )
Ocenjevanje:

— Razélenitev: 2 tocki.

— Odvajanje prvega élena: 2 tocki.
— Odvajanje drugega élena: 2 tocki.
— ZdruzZevanje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tock:.

b. (15) Zapisite Taylorjevo vrsto za funkcijo f v toc¢ki xy = 0 in izracunajte radij
konvergence dobljene vrste. Utemeljite, da je za 2 € (—1,1) funkcija f enaka

svoji Taylorjevi vrsti.

Namig: Kot znano upostevajte, da je log(l + z) = S50, (=1)*12*/k za = €

(—1,1).

Resitev: Iz a. razberemo, da je f™(0) = 0 za vse sode n. Za lih n = 2k + 1
dobimo

F(0) = (2k)!.
Opazimo e f(0) = 0 in lahko zapisemo Taylorjevo vrsto kot

k=0

(2k)!$2k+1 B 00 $2k+1
(2k+1)!  Z 2k+1°

Radij konvergence dobimo po kvocientnem kriteriju kot

1 2]€—|—1‘_

R k—>00‘2k—|—3

7
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Dokazati moramo Se, da je Taylorjeva vrsta enaka funkciji za x € (—1,1). Vrsta
je vsota vrst za log(1+x) in log(1 —x). Ker ti vrsti konvergirata in predstavijata
funkcigi, iz katerih sta izpeljani, konvergira tudi vsota vrst proti vsoti funkciy.

Ocenjevanje:

— Visji odvodi v 0: 3 tocke.

— Zapis Taylorjeve vrste: 3 tocke.
— Radij konvergence: 3 toéke.

— Formula za ostanek: 3 toéke.

— Dokaz, tak ali drugaéen za konvergenco proti f(z): 3 tocke.



