
FAKULTETA ZA STROJNI

�

STVO

Matematika II

1. kolokvij

4. april, 1996

Ime in priimek: Letnik:

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve na

papirju, kjer so naloge. Nalog je 5, vsaka ima dva dela, ki sta vredna po 10 to�ck, torej

skupaj 20 to�ck. Na razpolago imate 90 min.

Zavedajte se, da je za upo�stevanje kolokvijev potrebno nabrati na 1. in 2. kolokviju

skupaj vsaj 40 to�ck.

Naloga a. b. Skupaj
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1. (20) Izlimitirani integrali:

a. (10) Kot znano privzemite, da za vsak a > 0 velja

Z

1

0

sin(at)

t

dt =

�

2

:

Poka�zite, da je tudi

Z

1

0

�

sin(t)

t

�

2

dt =

�

2

:

Namig: Integrirajte per partes.

Pri integraciji per partes postavimo F (t) = sin

2

(t) in g(t) = 1=t

2

. Dobimo

Z

1

0

�

sin(t)

t

�

2

dt =

� sin

2

(t)

t

�

�

�

1

0

+

Z

1

0

2 sin(t) cos(t)

t

=

Z

1

0

sin(2t)

t

=

�

2

:

Zadnji ena�caj seveda sledi iz prve formule v nalogi, �ce postavimo a = 2.

b. (10) Doka�zite, da za n > 2 velja

Z

1

�1

x

n

e

�x

2

dx =

(n� 1)

2

Z

1

�1

x

n�2

e

�x

2

dx :

Iz tega izpeljite, da je za sode n

Z

1

�1

x

n

e

�x

2

dx =

(n� 1)

2

(n� 3)

2

: : :

3

2

�

1

2

p

� :

Namig: Integrirajte per partes. Upo�stevajte, da je

R

1

�1

e

�x

2

dx =

p

�.

Postavite f(x) = x

n�2

in G(x) = e

�x

2

v integralu na desni. Dobite

Z

1

�1

x

n�2

e

�x

2

dx =

1

n� 1

x

n�1

e

�x

2

�

�

�

1

�1

+

2

n� 1

Z

1

�1

x

n

e

�x

2

dx :

Mno�zite obe strani z (n� 1)=2.

Druga formula v nalogi sledi z ve�ckratno uporabo prve. Za sode n pridemo po n=2� 1

korakih do dane formule.
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2. (20) Parametri�cna krivulja naj bo dana z

x(t) = 2 cos(t)� cos(2t) in y(t) = 2 sin(t)� sin(2t)

za 0 � t � 2�.

a. (10) Izra�cunajte celotno dol�zino dane krivulje.

Namig: Upo�stevajte, da je cos(t) cos(2t) + sin(t) sin(2t) = cos(t) = 2 cos

2

(t=2)� 1.

L =

Z

2�

0

p

_x

2

+ _y

2

dt

=

Z

2�

0

p

4(� sin t+ sin(2t))

2

+ 4(cos t� cos(2t))

2

dt

=

Z

2�

0

q

4(sin

2

t+ cos

2

t) + 4(sin

2

(2t) + cos

2

(2t))� 8(cos(2t) cos t+ sin(2t) sin t) dt

=

Z

2�

0

p

8� 8(2 cos

2

(t=2)� 1) dt Namig !

= 4

Z

2�

0

p

1� cos

2

(t=2) dt

= 4

Z

2�

0

j sin(t=2)jdt

= 8

Z

�

0

sin(t=2)dt

= 16(� cos(t=2))

�

�

�

�

0

= 16 :

b. (10) Izra�cunajte plo�s�cino lika, ki ga krivulja objame.

Namig: Za m 6= n je

R

2�

0

sin(mx) sin(nx)dx = 0 in

R

2�

0

sin(mx) sin(mx)dx = � za

vsak m � 1.

P =

Z

2�

0

_xy dt

=

Z

2�

0

(�2 sin(t) + 2 sin(2t))(2 sin(t)� sin(2t)) dt

=

Z

2�

0

(�4 sin

2

t� 4 sin

2

(2t)) dt

= �8� Namig ! :

Plo�s�cina je negativna, ker krivuljo prete�cemo v smeri nasprotni urinemu kazalcu, ko

te�ce t on 0 do 2�.
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3. (20) Naj bo dana funkcija f(x) = 2xe

�2x+1

+ 1.

a. (10) Skicirajte graf funkcije f na intervalu [0;1).

Izra�cunamo f

0

(x) = 2e

�2x+1

(1 � 2x), torej je maksimum funkcije f na [0;1) pri

x = 1=2. Poleg tega je f(0) = 1 in lim

!1

f(x) = 1.
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b. (10) Izra�cunajte prostornino rotacijskega telesa, ki ga dobite, �ce zavrtite graf funkcije

f okrog asimptote na [0;1).

Asimptota je o�citno premica y = 1. Rotacijsko telo, ki ga dobimo, je to�cno tako, kot

ga dobimo, �ce zavrtimo funkcijo 2xe

�2x+1

okrog x{osi. Po formuli za prostornino

rotacijskega telesa je

V = �

Z

1

0

4x

2

e

�4x+2

dx

= 4�e

2

Z

1

0

x

2

e

�4x

dx nova spremenljivka 4x = t

=

1

16

�e

2

Z

1

0

t

2

e

�t

dx integriramo per partes

=

1

8

�e

2

:
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4. (20) Naj bosta dana vektorja

a =

0

@

�1

�1

1

1

A

in b =

0

@

1

1

2

1

A

:

a. (10) Izra�cunajte a� b in (a;b; a� b).

Po formuli je

a� b =

0

@

a

2

b

3

� a

3

b

2

a

3

b

1

� a

1

b

3

a

1

b

2

� a

2

b

1

1

A

=

0

@

�3

3

0

1

A

:

Psevdo{skalarni produkt (a;b; a� b) je enak kvadratu norme a� b, torej 81.

b. (10) Poi�s�cite vektor c dol�zine 2

p

2, ki je pravokoten na a, oklepa s vektorjem b kot

�=6 in zado�s�ca pogoju (a;b; c) > 0.

Namig: c je linearna kombinacija b in a� b.

Po namigu je

c = �b+ �(a� b) :

Ker je kot med c in b enak �=6, mora biti skalarni produkt

(c;b) = jcjjbj

p

3

2

= 2

p

2

p

6

p

3

2

= 6

= (�b;b) = 6� :

Torej je � = 1. Po drugi strani mora biti

jcj

2

= �

2

jbj

2

+ �

2

ja� bj

2

;

torej

8 = 6 + 18�

2

ali � = �

1

3

: Ker je (a;b; c) = (a;b; �a� b) > 0, je torej �ja� bj

2

> 0, torej � > 0.

Vektor c je enak

c =

0

@

0

2

2

1

A

:
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5. (20) Naj bodo a, b in c poljubni med seboj linearno neodvisni vektorji.

a. (10) Poka�zite, da so vektorji a, b in a� (a� b) med seboj linearno odvisni.

Namig: Lahko uporabite Lagrangeovo identiteto.

Ena od mo�znosti je ta, da poka�zemo (a;b; a � (a � b)) = 0. Ta zadnji izraz je po

Lagrangeovi identiteti enak

(a; a)(b; a� b)� (a; a� b)(b; a) :

Zaradi ortogonalnosti je (a; a�b) = 0 in (b; a�b) = 0, torej je zgornji psevdo{skalarni

produkt enak 0.

b. (10) Predpostavite, da sta vektorja b in c ortogonalna. Izra�cunajte ortogonalno pro-

jekcijo vektorja (a� b)� c na vektor b� c.

Namig: Uporabite Lagrangeovo identiteto.

Po formuli za ortogonalno projekcijo je

pr

b�c

((a� b)� c) = (b� c)

(b� c; (a� b)� c)

(b� c;b� c)

:

Skalarni produkt lahko pretvorimo po Lagrangeovi formuli. Dobimo

(b� c; (a� b)� c) = (a� b;b)(c; c)� (a� b; c)(b; c) :

Zaradi ortogonalnosti je (a� b;b) = 0 in (b; c) = 0, torej je projekcija enaka 0.
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