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NAvVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite reSevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki gfadkupaj vredna 25
tock. Na razpolago imate 90 min.
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1. (20) Integriranje per partes:

a. (15) Izracunajte integral

b
/ log(z + V1 + 22) dz.
0

Regitev: Postavimo f(x) = 1 in G(x) = log(z + V1 + x2) in integriramo per
partes. Oznacimo iskani integral z I. Racunamo

b b
I = x-log(x+\/1+x2)‘0—/0 \/%dx
x

= nkgw+v1+wy—¢y+ﬁﬁ
= b-log(b+V1+0%) +1—V1+ b

Ocenjevanje:

— Proo integriranje per partes: 3 tocke.

— Vstavljanje mej v prvi integral: 3 tocke.
— Drugo integriranje: 3 tocke.

— Vstavljanje mej drugié: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.

b. (10) Oznacite zam > 0in A > 0

Iy = / e (1 —e®)"dx.
0

Pokazite, da je za m > 1

>3

Im,/\ = : Im—l,)\-i-l .

Sklepajte, da je
m/!

AMA+1) (A +m)’

Im,)\ =

Resitev: Integriramo per partes in dobimo

ef)w

A
' Im—l,)\-i-l .

>3
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Za izracun I, \ lahko zdaj uporabimo rekurzivno formulo in dobimo

m
Im,)\ = X m—1,A+1
o om (m—1 I
_m (m—1) 1
TN (A1) Afm—1 M7
m!

AA+1) - A+m—=1)(A+m)

Ocenjevanje:

— Per partes: 3 toéke.
— Izlimitiranost: 3 tocke.
— Smiselna uporaba rekurzije: 2 tock:.

— Rezultat za I4: 2 tocki.
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2. (25) Uvedba nove spremenljivke, racionalne funkcije.

a. (15) Izracunajte integral

00 dz
/0 (z+1)(22+1)"

Resitev: Gre za racionalno funkcijo, ki jo moramo razstaviti na parcialne ulomke.
Racunamo

1 A +Bx+C
(z+1)(22+1) x4+1  22+1°

Mnozino obe strani z (x + 1)(2* + 1) in izenac¢imo potence. Dobimo
1=A@*+1)+ (z+1)(Bz+C),

torej
A+ B =0, B+C=0 n A+C=1.

Sledi najprej A =C in A=C =1/2, ter B=—1/2. Rac¢unamo

/00 dx — lim b dx
o (x+1)(22+1)  beodo (x4 1)(22+1)

1 1 1 x
bl)moo<2 og(1+0b) 4og( —l—b)+2 5

I 1l ( 1+5b )+7r
= 1mm —I108(—F—— —
b—oo 2 g\/1+b2 4

s
4

Ocenjevanje:

— Nastavek za parcialne ulomke: 3 tocke.
— Koeficienti: 3 toéke.

— Prui integral: 3 tocke.

— Drugt integral: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.

b. (10) Izracunajte integral
/00 dz
N
Namig: Uporabite tgh(u/2) = (/1 + sinh®u — 1)/ sinh u.

Resitev: Moznosti je vec. Uvedimo novo spremenljivko x = sinhu. Velja

dr =V1+22-du.
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Racunamo
/ o0 dx . /00 du
1 avaZ+ 1 Jaresinn(n) sinhu
u 00
- 10g(tgh(§)) arcsinh(1)
= —log(v2-1)
Ocenjevanje:

— Nova spremenjgivka: 2 toéki.

— Uvedba nove spremenljivke: 2 tocki.
— Meje: 2 tocki.

— Nedoloéeni integral: 2 tocka.

— Rezultat: 2 tocki.
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3. (25) Dana je diferencialna enacba drugega reda oblike
j+y+y=flz).

a. (10) Poiscite dve linearno neodvisni resitvi enacbe, ¢e je f(z) = 0.

Resitev: Najprej resimo pripadajoco karakteristicno enacbo X2 + X+ 1=0. Ta
enacba ima kompleksna korena
1 V3 1 V3
A= —= +i— ; Ag=—— —i—.
1 5 +1 5 m 2 5 1 5
Vemo, da sta resitvi v tem primeru
3t 3t
yi(t) = e V2 COS(\/_T) in Yo (t) = e 1/? sin(\/_T).
Ocenjevanje:

Karakterisiticna enacba: 2 tock.
Resitvi: 2 toéki.
Eksponentni del resitev: 2 tocki.

Kosinus: 2 toéki.

Sinus: 2 tocki.

b. (15) Resite enac¢bo
ityty=e
pri zacetnih pogojih y(0) = y(0) = 0.
Resitev: Poiskati moramo partikularno resitev zgornje diferencialne enacbe. Ker

p =1 ni resitev karakteristiéne enacbe, i§éemo regitev z nastavkom y,(t) = Ae'.
Odvajamo in dobimo, da mora veljati

3Ae" = €.
Sledi A =1/3. Partikularna resitev je
1

yp(t) = get.

Resitev, ki ustreza zacetnim pogojem iscemo z nastavkom

y(t) = yp(t) + crn (1) + c2ya(t) .

Konstanti ¢ in ¢y dolo¢imo iz zacetnih pogojev. Dobimo enacbi

1 1
O=-+c in 0:§—c1/2+c2\/§/2.

3
Sledi ¢y = —1/3 in c; = —1/(V/33). Konéna resitev je
1 1 1
t) = —e' — —y(t) — —=a(t).
y(t) 36 3y1( ) \/§y2( )
Ocenjevanje:

— Nastavek za partikularno resitev: 3 tocke.
— Odvodi: 3 toéke.

— Konstante: 3 tocke.

— Nastavek za splosno resitev: 3 tocke.

— Enacbi za konstante: 3 toéke.
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4. (20) Hitrost padajocega telesa v zraku opisuje diferencialna enacha
mo = mg — rv?,
kjer je r neka pozitivna konstanta.
a. (15) Poiscite resitev enacbe pri zacetnem pogoju v(0) = 0.
Resitev: FEnacba tma locljivi spremenljivki. Zapisemo
mu

—=1.
mg — rv?

Integrirati moramo izraz

dv

mduv m m
/ mg — rv? / l2(mg+\/m—grv) * 2(mg — \/mgrv)
vm log(mg + /mgrv
2,/gr mg — \/mgrv

oznacimo k = y/m/gr. Resitev diferencialne enacbe dobimo kot

K Kg +v

5 log(

za neko konstanto c. Konstanto ¢ dolocimo iz zacetnega pogoja. Veljati mora
v(0) = 0, iz cesar sledi ¢ = 0. Sledi

)=t+c
kg — v

KGO0 _
Kg — v
m A 1 — e—Qt/n
U( ) _gﬁ;l +€72t/’€ .

Ocenjevanje:

— OpaZanje, da je enacba z loéljivima spremenljivkama: 3 tocke.
— Nastavek: 3 toéke.

— Integriranje: 3 tocke.

— Dolocitev konstante: 3 tocke.

— Konéna resitev: 3 tocke.

b. (10) Recimo, da padajoce telo $e pospesuje s konstantno silo f, tako da velja
enacha
miv =mg + f —rv’.

Poiscite resitev te diferencialne enacbe pri zac¢etnem pogoju v(0) = 0.

Regitev: Enacba je enaka kot v a., le g moramo povsod nadomestiti z g + f/m.

Ocenjevanje:

— Opazanje, da gre za isto enacbo: 5 tock.

— Reditev: 5 tock.



