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1. (20) Integriranje per partes:

a. (15) Izra�cunajte integral
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Re�sitev: Postavimo f(x) = 1 in G(x) = log(x +
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) in integriramo per
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Ocenjevanje:

{ Prvo integriranje per partes: 3 to�cke.

{ Vstavljanje mej v prvi integral: 3 to�cke.

{ Drugo integriranje: 3 to�cke.

{ Vstavljanje mej drugi�c: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.

b. (10) Ozna�cite za m � 0 in � > 0
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Poka�zite, da je za m � 1
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Sklepajte, da je
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Re�sitev: Integriramo per partes in dobimo
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Za izra�cun I

m;�

lahko zdaj uporabimo rekurzivno formulo in dobimo
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Ocenjevanje:

{ Per partes: 3 to�cke.

{ Izlimitiranost: 3 to�cke.

{ Smiselna uporaba rekurzije: 2 to�cki.

{ Rezultat za I

4

: 2 to�cki.
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2. (25) Uvedba nove spremenljivke, racionalne funkcije.

a. (15) Izra�cunajte integral

Z

1

0

dx
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2
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:

Re�sitev: Gre za racionalno funkcijo, ki jo moramo razstaviti na parcialne ulomke.

Ra�cunamo
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:

Mno�zino obe strani z (x + 1)(x
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torej

A +B = 0; B + C = 0 in A+ C = 1 :

Sledi najprej A = C in A = C = 1=2, ter B = �1=2. Ra�cunamo

Z

1

0

dx

(x+ 1)(x

2

+ 1)

= lim

b!1

Z

b

0

dx

(x + 1)(x

2

+ 1)

= lim

b!1

�

1

2

log(1 + b)�

1

4

log(1 + b

2

) +

1

2

�

�

2

�

= lim

b!1

1

2

log(

1 + b

p

1 + b

2

) +

�

4

=

�

4

Ocenjevanje:

{ Nastavek za parcialne ulomke: 3 to�cke.

{ Koe�cienti: 3 to�cke.

{ Prvi integral: 3 to�cke.

{ Drugi integral: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.

b. (10) Izra�cunajte integral

Z
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1

dx

x

p

x

2
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:

Namig: Uporabite tgh(u=2) = (

q

1 + sinh

2

u� 1)= sinhu.

Re�sitev: Mo�znosti je ve�c. Uvedimo novo spremenljivko x = sinhu. Velja

dx =

p

1 + x

2

� du :
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Ra�cunamo

Z

1

1

dx

x

p

x

2

+ 1

=

Z

1

arcsinh(1)

du

sinhu

= log(tgh(

u

2

))

�

�

�

1

arcsinh(1)

= � log(

p

2� 1)

Ocenjevanje:

{ Nova spremenjivka: 2 to�cki.

{ Uvedba nove spremenljivke: 2 to�cki.

{ Meje: 2 to�cki.

{ Nedolo�ceni integral: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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3. (25) Dana je diferencialna ena�cba drugega reda oblike

�y + _y + y = f(x) :

a. (10) Poi�s�cite dve linearno neodvisni re�sitvi ena�cbe, �ce je f(x) = 0.

Re�sitev: Najprej re�simo pripadajo�co karakteristi�cno ena�cbo �

2

+ � + 1 = 0. Ta

ena�cba ima kompleksna korena
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:

Vemo, da sta re�sitvi v tem primeru
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Ocenjevanje:

{ Karakterisiti�cna ena�cba: 2 to�cki.

{ Re�sitvi: 2 to�cki.

{ Eksponentni del re�sitev: 2 to�cki.

{ Kosinus: 2 to�cki.

{ Sinus: 2 to�cki.

b. (15) Re�site ena�cbo

�y + _y + y = e

t

pri za�cetnih pogojih y(0) = _y(0) = 0.

Re�sitev: Poiskati moramo partikularno re�sitev zgornje diferencialne ena�cbe. Ker

� = 1 ni re�sitev karakteristi�cne ena�cbe, i�s�cemo re�sitev z nastavkom y

p

(t) = Ae

t

.

Odvajamo in dobimo, da mora veljati

3Ae

t

= e

t

:

Sledi A = 1=3. Partikularna re�sitev je

y

p
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1
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:

Re�sitev, ki ustreza za�cetnim pogojem i�s�cemo z nastavkom

y(t) = y
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Konstanti c

1
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2
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p
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Ocenjevanje:

{ Nastavek za partikularno re�sitev: 3 to�cke.

{ Odvodi: 3 to�cke.

{ Konstante: 3 to�cke.

{ Nastavek za splo�sno re�sitev: 3 to�cke.

{ Ena�cbi za konstante: 3 to�cke.
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4. (20) Hitrost padajo�cega telesa v zraku opisuje diferencialna ena�cba

m _v = mg � rv

2

;

kjer je r neka pozitivna konstanta.

a. (15) Poi�s�cite re�sitev ena�cbe pri za�cetnem pogoju v(0) = 0.

Re�sitev: Ena�cba ima lo�cljivi spremenljivki. Zapi�semo

m _v

mg � rv

2

= 1 :

Integrirati moramo izraz
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)

ozna�cimo � =

q

m=gr. Re�sitev diferencialne ena�cbe dobimo kot

�

2

log(
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) = t + c

za neko konstanto c. Konstanto c dolo�cimo iz za�cetnega pogoja. Veljati mora

v(0) = 0, iz �cesar sledi c = 0. Sledi
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= e
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:

Ocenjevanje:

{ Opa�zanje, da je ena�cba z lo�cljivima spremenljivkama: 3 to�cke.

{ Nastavek: 3 to�cke.

{ Integriranje: 3 to�cke.

{ Dolo�citev konstante: 3 to�cke.

{ Kon�cna re�sitev: 3 to�cke.

b. (10) Recimo, da padajo�ce telo �se pospe�suje s konstantno silo f , tako da velja

ena�cba

m _v = mg + f � rv

2

:

Poi�s�cite re�sitev te diferencialne ena�cbe pri za�cetnem pogoju v(0) = 0.

Re�sitev: Ena�cba je enaka kot v a., le g moramo povsod nadomestiti z g + f=m.

Ocenjevanje:

{ Opa�zanje, da gre za isto ena�cbo: 5 to�ck.

{ Re�sitev: 5 to�ck.

7


