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Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve

na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4 in vsaka je vredna 25 to�ck, torej skupaj 100

to�ck. Na razpolago imate 1 uro in pol (90 min).

Naloga a. b. Skupaj

1.

2.

3.

4.

Skupaj
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1. (25) Dani naj bodo vektorji a, a

0

, b, b

0

, c in c

0

v 3-dimenzionalnem prostoru in naj

velja

(a; a

0

) = 1 (a;b

0

) = 0 (a; c

0

) = 0

(b; a

0

) = 0 (b;b

0

) = 1 (b; c

0

) = 0

(c; a

0

) = 0 (c;b

0

) = 0 (c; c

0

) = 1

a. (10) Poka�zite, da so vektorji a, b in c linearno neodvisni.

Re�sitev: Naj bo �a+�b+�c = 0. Ena�cbo pomno�zimo skalarno z a

0

in upo�stevamo

zgornje skalarne produkte. Dobimo � = 0. Podobno se prepri�camo, da morata

biti � in � enaka 0.

Ocenjevanje:

{ Nastavek �a+ �b + �c = 0: 5 to�ck.

{ Sklepanje, da je � = � = � = 0: 5 to�ck.

b. (15) Doka�zite, da je

a� b = (a;b; c) � c

0

c� a = (a;b; c) � b

0

in

b� c = (a;b; c) � a

0

in doka�zite, da je

((a� b)� (c� a);b� c) = �(a;b; c)

2

:

Namig za drugi del: Lagrangeova identiteta.

Re�sitev: Po Lagrangeovi identiteti ra�cunamo

((a� b)� (c� a);b� c) = (a� b;b)(c� a; c)� (a� b; c)(c� a;b)

= �(a� b; c)(c� a;b)

= �(a;b; c)

2

Iz besedila naloge je razvidno, da je vektor c

0

pravokoten na a in na b, torej

je a � b = �c

0

za nek �. Pomno�zimo obe strani ena�cbe z c in upo�stevamo

(a� b; c) = (a;b; c) in (c; c

0

) = 1 in dobimo � = (a;b; c).

Ocenjevanje:

{ Upo�stevanje, da je c

0

pravokoten na a in b : 3 to�cke.

{ Izra�cun koe�cienta: 3 to�cke.

{ Pravilna uporaba Lagrangeove identitete: 3 to�cke.

{ Opa�zanje, da nekateri �cleni odpadejo: 3 to�cke.

{ Upo�stvanje pravil za permutacijo �clenov v me�sanem produktu: 3 to�cke.
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2. (25) Dani naj bosta matriki A in B.

A =

0

B

@

2=3 �1=3 �1=3

�1=3 2=3 �1=3

�1=3 �1=3 2=3

1

C

A

B =

0

B

@

1=2 �1=2 0

�1=2 1=2 0

0 0 0

1

C

A

a. (10) Poka�zite, da je A

n

= A in B

m

= B za poljubni pozitivni celi �stevili n in m.

Re�sitev: Zaradi asociativnosti mno�zenja matrik je dovolj pokazati, da je A

2

= A

in B

2

= B. V to se prepri�camo s preprostim ra�cunom.

Ocenjevanje:

{ Ugotovitev, da je preverjanje za n = m = 2 dovolj: 4 to�cke.

{ Mno�zenje za A: 3 to�cke.

{ Mono�zenje za B: 3 to�cke.

b. (15) Izra�cunajte AB in BA in �se (A�B)

2

.

Re�sitev: Zlahka se prepri�camo, da je AB = B in BA = B. Kvadrat napi�semo

kot

(A�B)

2

= (A�B)(A�B)

= A

2

�AB�BA+B

2

= A�B�B+B

= A�B

Ocenjevanje:

{ Preverjanje AB = B: 5 to�ck.

{ Preverjanje BA = B: 5 to�ck.

{ Izra�cun (A �B)

2

: 5 to�ck.
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3. (25) Dan naj bo sistem linearnih ena�cb oblike

x

1

+ 2x

3

� x

4

= a

3x

1

+ 2x

2

+ 12x

3

+ x

4

= b

2x

1

+ 4x

2

+ 16x

3

+ 6x

4

= c

a. (10) Ali ima ena�cba re�sitev, �ce je a = 8, b = �4 in c = 2.

Re�sitev: Izvedemo Gaussov postopek in dobimo

0

B

@

1 0 2 �1 8

3 2 12 1 �4

2 4 16 6 2

1

C

A

!

0

B

@

1 0 2 �1 8

0 2 6 4 �28

0 4 12 8 �14

1

C

A

!

0

B

@

1 0 2 �1 8

0 2 6 4 �28

0 0 0 0 42

1

C

A

Sistem nima re�sitev.

Ocenjevanje:

{ Prvi korak Gaussovega postopka: 4 to�cke.

{ Drugi korak Gaussovega postopka: 4 to�cke.

{ Sklep, da ni re�sitev: 2 to�cki.

b. (15) Naj bo a = 1 in b = 1. Za katere c ima sistem re�sitve? Napi�site vse re�sitve.

Re�sitev: Izvedemo spet Gaussov postopek. V primerjavi z a. se spremeni samo

zadnji stolpec. Dobimo

0

B

@

1 0 2 �1 1

0 2 6 4 �2

0 0 0 0 c + 2

1

C

A

Sistem ima re�sitev, �ce je c = �2. V tem primeru si lahko izberemo x

3

in x

4

in

izrazimo x

1

= 1 � 2x

3

+ x

4

in x

2

= �1 � 3x

3

� 2x

4

. Iz tega preberemo splo�sno

re�sitev

x =

0

B

B

B

@

1

�1

0

0

1

C

C

C

A

+ x

3

0

B

B

B

@

�2

�3

1

0

1

C

C

C

A

+ x

4

0

B

B

B

@

1

�2

0

1

1

C

C

C

A

Ocenjevanje:

{ Pravilno izpeljan Gaussov postopek: 3 to�cke.

{ Ugotovitev c = �2: 3 to�cke.

{ Partikularna re�sitev: 3 to�cke.

{ Prva in druga re�sitev homogene ena�cbe: 3+3 to�cke.
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4. (25) Naj bo

A =

0

B

@

3 0 1

0 2 0

0 0 3

1

C

A

a. (10) Poi�s�cite lastne vrednosti matrike A.

Re�sitev: Izra�cunati moramo karakteristi�cni polinom, torej

P (�) = det

0

B

@

3� � 0 1

0 2� � 0

0 0 3� �

1

C

A

= (3� �)(2� �)(3� �) :

Ni�cli sta �

1

= 2 in �

2

= 3(dvojna).

Ocenjevanje:

{ Izra�cun karakteristi�cnega polinoma: 6 to�ck.

{ Ni�cle: 4 to�cke.

b. (15) Navedite vse linearno neodvisne lastne vektorje matrike A.

Re�sitev: Najprej poi�s�cimo lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti �

1

= 2. Re�siti

moramo sistem ena�cb

x

1

+ x

3

= 0

x

3

= 0

Razberemo x

1

= �x

3

= 0. Komponento x

2

lahko �se izberemo. Lastni vektor je

tako x

1

= (0; 1; 0). Ker je rang(A� 2I) = 2, je to edini lastni vektor. Za �

2

= 3

dobimo ena�cbe

x

3

= 0

� x

2

= 0

Sledi x

2

= x

3

= 0. Komponento x

1

si lahko �se izbiramo in si izberimo recimo

x

2

= (1; 0; 0). Ker je rang(A� 3I) = 2, je to edini lastni vektor, ki pripada �

2

.

Ocenjevanje:

{ Linearni ena�cbi za lastne vektorje: 5 to�ck.

{

�

Stetje lin. neodvisnih latnih vektorjev za vsako lastno vrednost: 5 to�ck.

{ Kon�cna lastna vektorja: 5 to�ck.


