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Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve

na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki sta skupaj vredna 25

to�ck. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Na intervalu [0; 1] funkcijska vrsta

1

X

n=1

sin(2�nu)

n

3

konvergira po to�ckah proti funkciji
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a. (10) Poka�zite, da funkcijsko vrsto lahko �clenoma integriramo na intervalu [0; x],

kjer je 0 < x < 1, in sklepajte, da je
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Re�sitev: Vrsta je zaradi j sin(2�nu)j � 1 dominirana z vrsto
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, ki konver-

gira. Konvergenca vrste je zato enakomerna. Za enakost integriramo levo in

desno stran na intervalu [0; 1=2]. Integral leve strani je
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Integrirajmo �se desno stran po �clenih, kar lahko in dobimo
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Izena�cimo in sledi
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Ocenjevanje:

{ Ideja z majoriziranjem: 2 to�cki.

{ Izpeljava ideje z majoriziranjem: 2 to�cki.

{ Integriranje leve strani: 2 to�cki.

{ Integriranje desne strani: 2 to�cki.

{ Izena�cenje in utemeljitev legalnosti: 2 to�cki.

b. (15) Poka�zite, da funkcijsko vrsto lahko �clenoma odvajamo in sklepajte, da je
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Re�sitev: Preveriti moramo, da funkcijska vrsta iz odvodov �clenov enakomerno

konvergira. Ker je j cos(2�nx)j � 1 za vse x, je vrsta iz odvodov majorizirana

z vrsto

P

n

2�=n

2

, ki konvergira. Smemo torej �clenoma odvajati, kar nam da

zgornjo vrsto.

Ocenjevanje:

{ Odvodi �clenov: 3 to�cke.

{ Opa�zanje, da so �cleni majorizirani z 2�=n

2

: 3 to�cke.

{ Sklep: 3 to�cke.

{ Izena�cenje odvodov leve in desne strani: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.
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2. (20) Naj bosta dana vektorja
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a. (10) Izra�cunajte ja� bj in j(a� b)� (a� b)j.

Res�sitev: Uporabimo Lagrangeovo identiteto. Dobimo

ja� bj

2

= (a; a)(b;b)� (a;b)

2

= 1 :

Rezultat za drugo normo je 0, ker je vedno x� x = 0.

Ocenjevanje:

{ Lagrange: 2 to�cki.

{ Pravilna uporaba: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

{ Kakr�sna koli poto do re�sitve: 4 to�cke.

b. (15) Poi�s�cite vektor c dol�zine 1, ki je pravokoten na vektor a, njegova projekcija

na vektor b je b=2 in je (a;b; c) > 0.

Re�sitev: Opazimo, da je vektor b pravokoten na vektor a. Nanj je pravokoten

tudi vektor a� b. Vsak vektor, pravokoten na a, lahko napi�semo kot

c = �b+ �(a� b) ;

dolo�citi pa moramo �se konstante tako, da bo vektor c ustrezal ostalima dvema

zahtevama. Najprej izra�cunajmo projekcijo vektorja c na vektor b. Po formuli

je ta projekcija

(c;b)

(b;b)

� b =

(�b+ �(a� b);b)

(b;b)

� b

= �b :

Upo�stevali smo linearnost skalarnega produkta in to, da sta vektorja b in a� b

pravokotna in je njun skalarni produkt enak 0. Sledi, da je � = 1=2. Potrebujemo

�se �. Mno�zimo obe strani ena�cbe skalarno z a� b. Dobimo

(a;b; c) = � ;

ker je ja� bj = 1. Konstanta � bo torej pozitivna. Vektor mora imeti dol�zino 1

in po Pitagori je

1 = jcj

2

= �
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:

Sledi � =

p

3=2.

Ocenjevanje:

{ Linearna kombinacija: 3 to�cke.

{ Ideja s projekcijo: 3 to�cke.

{ Prva konstanta: 3 to�cke.

{ Dol�zina in ena�cba za �: 3 to�cke.

{ Konstanta �: 3 to�cke.

3



Matematika 1, 1999/2000, M. Perman, J. Prezelj, D. Rupnik, H. Zakraj�sek

3. (25) Naj bodo a, b in c poljubni vektorji.

a. (10) Poka�zite, da je

(a� b; a� c;b� c) = (a;b; c)

2

:

Re�sitev: Uporabili bomo pravilo, da je

(x� y)� z = �(z;y)x+ (x; z)y :

Ra�cunamo najprej

(a� b)� (a� c) = �(b; a� c) a+ (a; a� c) b

= (a;b; c) a

Uporabili smo dejstvo, da sta vektorja a in a� c pravokotna in je njun skalarni

produkt enak 0. Nadaljujemo

(a� b; a� c;b� c) = (a;b; c) (a;b� c)

= (a;b; c) � (b; c; a)

= (a;b; c)

2

Ocenjevanje:

{ Pravilo za (x � y)� z: 2 to�cki.

{ Prva uporaba pravila: 2 to�cki.

{ Ortogonalnost: 2 to�cki.

{ Druga uporaba pravila (x � y)� z: 2 to�cki.

{ Permutacije pri me�sanem produktu: 2 to�cki.

b. (15) Poka�zite, da je

(((a� b)� a)� b)� a = (a;b)

2

a� (a; a)(a;b) b :

Re�sitev: Uporabimo isto pravilo kot v a. Ra�cunamo po vrsti:

(a� b)� a = �(a;b)a + (a; a)b :

Mno�zimo rezultat vektorsko z b. Dobimo

�(a;b)(a� b) :

Upo�stevali smo, da je b�b = 0. Mno�zimo �se enkrat vektorsko z a. Sledi rezultat

�(a;b) � (�(a;b)a + (a; a)b) :

Rezultat �se polep�samo v

(a;b)

2

a� (a; a)(a;b) b :

Ocenjevanje:

{ Pravilo prvi�c: 3 to�cke.

{ Pravilo drugi�c: 3 to�cke.

{ Ortogonalnost: 3 to�cke.

{ Pravilo tretji�c: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.
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4. (25) Naj bo
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:

a. (10) Poka�zite, da je AC = CA = I in B

4

= �4I.

Re�sitev: Prvi dve enakosti sta stvar matri�cnega mno�zenja. Izra�cunamo

B
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:

Kvadriramo �se enkrat in dobimo
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:

Ocenjevanje:

{ Mno�zenje AC: 2 to�cki.

{ Mno�zenje CA: 2 to�cki.

{ Kvadriranje B: 2 to�cki.

{ Kvadriranje �se enkrat: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (15) Izra�cunajte ABCABCABCABC.

Namig: Postavite prav oklepaje.

Re�sitev: Najprej opazimo, da je CA = I. Uporabimo je B

4

= �4I. Sledi

ABCABCABCABC = AB

4

C

= �4AC

= �4I

Ocenjevanje:

{ Uporaba CA = I: 3 to�cke.

{ Odstranitev vseh CA: 3 to�cke.

{ Uporaba B

n

= nB: 3 to�cke.

{ Izpostavljanje 4: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.
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