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1. (25) Pri adiabatni spremembi ustreza masna gostota p = p(T') idealnega plina kot
funkcija temperature diferencialni enacbi

mey =mRp~ (T)Tp'(T),
kjer je m masa plina, ¢y konstantna specificna toplota plina in R plinska konstanta.
a. (15) Poiscite splodno resitev zgornje enacbe.

Resitev: Enacbo prepisimo v

pPI) _ cv

p(T)  RT’
Integriramo na obeh straneh in dobimo

log(p) = % log(T') + log

za neko konstanto c. Sled:
p(T) = cTv/E .

Ocenjevanje:

— Enacba z loéljivima spremenljivkama: 3 tocke.
— Prepis: 3 tocke.

— Integriranje: 3 tocke.

— Kaj s konstanto: 3 tocke.

— Splosna resitev: 3 tocke.
b. (10) Poiscite resitev enacbe, za katero je py = p(Tp).

Resitev: Dolociti moramo konstanto c tako, da bo enacba zadoscala zacetnim
pogojem. Veljati mora
cv /R
po = p(Ty) = cTy"'".

p(T') = po <%>CV/R :

7 nekaj racunanja sledi

Ocenjevanje:

— Splodna resitev: 2 tocki.
— Vstavljanje: 2 toéki.
— FEnacba za c: 2 toéki.
— Preurejanje: 2 tocki.

— Konéna resitev: 2 tocki.
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2. (25) Dana naj bo linearna diferencialna enacba drugega reda s konstantnimi koefi-
cienti
y' =2y +y=-¢e"sinz.

a. (15) Poiscite funkcijo, ki ustreza zgornji enacbi.

Resitev: Karakteristiéni polinom je oblike P(\) = X\ — 2\ + 1 z dvojno niclo
A = 1. Resitvi homogene enacbe sta yi(x) = e* in yo(x) = xe®. Determinanto
Wronskega izracunamo kot

W (z) = 19y — Yiys = e*(e" + xe”) — ze™ = >
Partikularno resitev enacbe dobimo po formuli
" y(u)g(u) * yi(u)g(u)
yp(z) = —y1(x) / " du + yo(x) du .
g rn  W(u) rn  W(u)

Izberimo si, recimo, xo = 0. Racunamo

yp(z) = —ex/ usinudu+x6x/ sinu du
0 0

= —e"(—zcosz +sinz) + ze” (1 — cosx)

= —esinz + ze®”.

Ocenjevanje:

— Niéle karakteristiénega polinoma: 3 tocke.
— Resitvi homogene enacbe: 3 tocke.
— Determinanta Wronskega: 3 tocke.
— Formula za partikularno resitev: 3 tocke.

— Integriranje in resitev: 3 tocke.
b. (10) Poiscite resitev enacbe, ki ustreza zatetnima pogojema y(0) = 1 in 3'(0) = 0.

Resitev: Vse resitve so oblike

y(z) = —e" sinz + c1€® + coze”.
Iz zacetnih pogojev dobimo enachi
1=¢ mn 0=—-14c¢c+cs.
Sledi c; = 1 in co = 0. Regitev, ki ustreza zacetnim pogojem, je
y(x) = —€® sinx + €°.

Ocenjevanje:

— Splodna resitev: 2 tocki.

— Upostevanje prvega pogoja: 2 tocki.
— Upostevanje drugega pogoja: 2 tocki.
— Konstanti: 2 tocki.

— Konéna reditev: 2 tocki.
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3. (25) Naj bosta e in x enotska vektorja v prostoru. Definirajte vektor

V2 V2

y= (x,e)e—|—7(x— (e,x)e)+7(e X X).
a. (15) Izracunajte dolzino vektorja y.

Resitev: Dolzino vektorja lahko izracéunamo kot |y|*> = (y,y). Racunamo z
upostevanjem, da je (e,e) = (x,x) = 1. Uporabimo tudi Lagrangeovo formulo
(e x x,e x x) = (e,e)(x,x) — (e,x)%. Racunamo

(\]

(y,y) = (x,e)2+%(x— (e,x)e,x — (e,x)e)+%(e><x7e><x)+
9.

g (x,e)(e,x — (e,x)e) +2- @ (x,e)(e,e x x) +

* 2

1
+2-§(x—(e,x)e,e><x)

= (e 51— (ex) + 51— (%))

Sledi ly| = 1.

Ocenjevanje:

— Ideja z (y,y): 3 tocke.

— Razvoj skalarnega produkta: 3 tocke.

— Upostevanje, da sta e in x enotska: 3 tocke.

— Ortogonalnost in Lagrangeova formula: 3 tocke.

— Konéna dolZina: 3 toéke.

b. (10) Privzemite, da imata e in x koren v izhodis¢u. Izracunajte pravokotno
projekcijo vektorja x na ravnino, ki gre skozi izhodisce in je pravokotna na vektor
e.

Resitev: Z nekaj razmisleka se prepricamo, da bo iskana projekcija, recimo ji z,
oblike z = x — Xe. Ta vektor mora leZati v ravnini pravokotni na vektor e. Sledi,
da mora veljati
0= (z,e)=(x—\e,e),
torej
(x,e) — A(e,e) = (x,e) = A =0.
Sledi A = (x,e). Iskana projekcija je

x — (x,e)e.

Ocenjevanje:

— Ideja: 2 tocék:.

— Oblika projekcije: 2 tocki.

— Upostevanje ortogonalnosti na e: 2 toéki.
— X: 2 tocki.

— Projekcija: 2 tocki.
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4. (25) Dan naj bo sistem linearnih enac¢b oblike
T + 20 — T4 = a
3ry + 29 + 1223 + x4
2¢1 + 4xs + 16x3 + 614 =

a. (10) Ali ima enacba resitev, ¢e jea =8, b= —4in ¢ = 2.

Resitev: Izvedemo Gaussov postopek in dobimo

10 2 -1 8 10 2 -1 8
3 212 1 4| —=|(02 6 4 =28 | —
2416 6 2 0 4 12 8§ —-14
10 2 -1 8
026 4 -28
000 0 42

Sistem nima resitev.

Ocenjevanje:

— Prui korak Gaussovega postopka: 4 tocke.
— Drugi korak Gaussovega postopka: 4 tocke.

— Sklep, da ni resitev: 2 tocki.

b. (15) Naj bo a =1 in b = 1. Za katere ¢ ima sistem resitve? Napisite vse resitve.

Resitev: Izvedemo spet Gaussov postopek. V primerjavi z a. se spremeni $amo
zadngi stolpec. Dobimo

1 0 2 —1 1
0 2 6 4 -2
0 00 0 c+2
Sistem ima resitev, ce je ¢ = —2. V tem primeru si lahko izberemo x3 in x4 in
izrazimo 1 = 1 — 2x3 + x4 in x9 = —1 — 3w3 — 2x4. Iz tega preberemo splosno
resitev
1 -2 1
X = -1 —+ I3 -3 + Ty —2
0 1 0
0 0 1

Ocenjevanje:

— Pravilno izpeljan Gaussov postopek: 3 tocke.
— Ugotovitev ¢ = —2: 3 tocke.
— Partikularna resitev: 3 tocke.

— Prva in druga resitev homogene enacbe: 3+3 tocke.



