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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve

na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki sta skupaj vredna 25

to�k. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) V matemati�ni biologiji nastopi Beverton-Holtova diferenialna ena�ba

y

0

= �(a + by)y ;

kjer sta a in b dani pozitivni konstanti.

a. (15) Poi�s�ite splo�sno re�sitev zgornje diferenialne ena�be.

Re�sitev: Ena�bo prepi�semo v

y

0

(a+ by)y

= �1 :

Za re�sitev je treba izra�unati integral

Z

dy

(a + by)y

=

1

a

Z

�

�b

a+ by

+

1

y

�

dy

=

1

a

(� log(a+ by) + log y) :

Sledi

log

�

y

a + by

�

= �a(x + )

za neko konstanto . Sledi

y

a + by

= e

�a(x+)

ali

y =

ae

�a(x+)

1� be

�a(x+)

:

Oenjevanje:

{ Prepis v obi�ajno obliko: 3 to�ke.

{ Paialni ulomki: 3 to�ke.

{ Integral na levi: 3 to�ke.

{ Pretvorba: 3 to�ke.

{ Splo�sna re�stev: 3 to�ke.

b. (10) Poi�s�ite re�sitev diferenialne ena�be, za katero je y(0) = y

0

> 0.

Re�sitev: V splo�sni re�sitvi moramo dolo�iti ustrezno konstanto. Dobimo

y

0

a+ by

0

= e

�a

:

Sledi

y =

ay

0

e

�ax

a+ by

0

� by

0

e

�ax

=

ay

0

e

�ax

a + by

0

(1� e

�ax

)

:

Oenjevanje:

{ Kam bi del?: 2 to�ki.

{ Ena�ba za konstanto: 2 to�ki.

{ Uporaba a.: 2 to�ki.

{ Ena�ba za : 2 to�ki.

{ Re�sitev: 2 to�ki.
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2. (25) Dana naj bo linearna diferenialna ena�ba drugega reda s konstantnimi koe�-

ienti

y

00

+ 2y

0

+ y = e

�x

sinhx :

a. (15) Poi�s�ite funkijo, ki ustreza zgornji ena�bi.

Re�sitev: Karakteristi�ni polinom je oblike P (�) = �

2

+2�+1 z dvojno ni�lo � =

�1. Re�sitvi homogene ena�be sta y

1

(x) = e

�x

in y

2

(x) = xe

�x

. Determinanto

Wronskega izra�unamo kot

W (x) = y

1

y

0

2

� y

0

1

y

2

= e

�x

(e

�x

� xe

�x

) + xe

�2x

= e

�2x

:

Partikularno re�sitev ena�be dobimo po formuli

y

p

(x) = �y

1

(x)

Z

x

x

0

y

2

(u)g(u)

W (u)

du+ y

2

(x)

Z

x

x

0

y

1

(u)g(u)

W (u)

du :

Izberimo si, reimo, x

0

= 0. Ra�unamo

y

p

(x) = �e

�x

Z

x

0

u sinhu du+ xe

�x

Z

x

0

sinh u du

= �e

�x

(x osh x� sinhx) + xe

�x

(osh x� 1)

= e

�x

sinhx� xe

�x

:

Oenjevanje:

{ Ni�le karakteristi�nega polinoma: 3 to�ke.

{ Re�sitvi homogene ena�be: 3 to�ke.

{ Determinanta Wronskega: 3 to�ke.

{ Formula za partikularno re�sitev: 3 to�ke.

{ Integriranje in re�sitev: 3 to�ke.

b. (10) Poi�s�ite re�sitev ena�be, ki ustreza za�etnima pogojema y(0) = 0 in y

0

(0) = 1.

Re�sitev: Vse re�sitve so oblike

y(x) = e

�x

sinhx + 

1

e

�x

+ 

2

xe

�x

:

Iz za�etnih pogojev dobimo ena�bi

0 = 

1

in 1 = 1� 

1

+ 

2

:

Sledi 

1

= 0 in 

2

= 0. Re�sitev, ki ustreza za�etnim pogojem, je

y(x) = e

�x

sinhx :

Oenjevanje:

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje prvega pogoja: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje drugega pogoja: 2 to�ki.

{ Konstanti: 2 to�ki.

{ Kon�na re�sitev: 2 to�ki.
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3. (25) Naj bosta e in x enotska vektorja v prostoru, ki nista kolinearna.

a. (15) De�nirajte vektor y kot linearno kombinaijo y = �(x� (e;x) e)+�(e�x).

Izrazite dol�zino vektorja y s skalarji �, � in (e;x). Izrazite me�sani produkt

(x;y; e) s skalarji �, � in (e;x)

Re�sitev: Dol�zino vektorja y izra�unamo kot

(y;y) = �

2

(x� (e;x) e;x� (e;x) e) + �

2

(e� x; e� x)

= �

2

(1� (e;x)

2

) + �

2

(1� (e;x)

2

)

= (�

2

+ �

2

)(1� (e;x)

2

) :

Za izra�un (x;y; e) vstavimo y = �(x � (e;x) e) + �(e � x).

�

Ce uporabimo

linearnost me�sanega produkta v vsaki spremenljivki, dobimo, da je

(x;y; e) = (x; �(e� x); e) :

Ra�unamo

(x;y; e) = (x; �(x� (e;x) e) + �(e� x); e)

= �(x; e� x; e)

= ��(x; e; e� x)

= �(e;x; e� x)

= �(e� x; e� x)

= �(1� (e;x)

2

) :

Oenjevanje:

{ Ideja z (y; y): 3 to�ke.

{ Izra�un: 3 to�ke.

{ Ideja z menjavanjem vrstnega reda: 3 to�ke.

{ Izpostavljanje �: 3 to�ke.

{ Rezultat: 3 to�ke.

b. (10) Privzemite, da imata e in x koren v izhodi�s�u. Izra�unajte pravokotno

projekijo vektorja x na ravnino, ki gre skozi izhodi�s�e in je pravokotna na vektor

e.

Re�sitev: Z nekaj razmisleka se prepri�amo, da bo iskana projekija, reimo ji z,

oblike z = x�� e. Ta vektor mora le�zati v ravnini pravokotni na vektor e. Sledi,

da mora veljati

0 = (z; e) = (x� � e; e) ;

torej

(x; e)� �(e; e) = (x; e)� � = 0 :

Sledi � = (x; e). Iskana projekija je

x� (x; e) e :

Oenjevanje:
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{ Ideja: 2 to�ki.

{ Oblika projekije: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje ortogonalnosti na e: 2 to�ki.

{ �: 2 to�ki.

{ Projekija: 2 to�ki.
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4. (25) Dan naj bo sistem linearnih ena�b

3x

1

+ x

2

+ 2x

3

= 1

2x

1

+ x

2

+ x

3

= 0

x

1

� 2x

2

� �x

3

= 2� �

a. (15) Ali ima ta sistem re�sitev za vsak �?

Re�sitev: Izvedemo Gaussov postopek na raz�sirjeni matriki:

0

�

3 1 2 1

2 1 1 0

1 �2 �� 2� �

1

A

!

0

�

3 1 2 1

0 1 �1 �2

0 �7 �3�� 2 5� 3�

1

A

!

0

�

3 1 2 1

0 1 �1 �2

0 0 �3�� 9 �9� 3�

1

A

�

Ce je � 6= �3 sta ranga matrike in raz�sirjene matrike enaka 3, torej sistem ima

re�sitev.

�

Ce je � = �3, sta ranga enaka 2 in sistem tudi ima re�sitev.

Oenjevanje:

{ Zapis raz�sirjene matrike: 3 to�ke.

{ Prvi korak Gaussovega postopka: 3 to�ke.

{ Drugi korak Gaussovega postopka: 3 to�ke.

{ Sklepanje v primeru � 6= �3: 3 to�ke.

{ Sklepanje v primeru � = �3: 3 to�ke.

b. (10) Za primer, ko ima sistem ve� re�sitev, napi�site vse mo�zne re�sitve.

Re�sitev: Iz a. sledi, da dobimo ve� re�sitev v primeru � = �3. V tem primeru si

lahko x

3

poljubno izberemo in z njim izrazimo x

1

in x

2

iz ena�b

3x

1

+ x

2

= 1� 2x

3

x

2

= �2 + x

3

Dobimo x

2

= �2 + x

3

in x

1

= 1� x

3

. Vse re�sitve sistema so oblike

0

�

1

�2

0

1

A

+ x

3

0

�

�1

1

1

1

A

Oenjevanje:

{ Ugotovitev, da je ve� re�sitev za � = �3: 2 to�ki.

{ Ugotovitev, da x

3

lahko poljubno izberemo: 2 to�ki.

{ Izra�un x

1

in x

2

: 2 to�k1.

{ Partikularna re�sitev: 2 to�ki.

{ Vektor v jedru: 2 to�ki.
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