FAKULTETA ZA STROJNISTVO

Matematika 1
4. kolokvij
28. maj 2004
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Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki gfaXkupaj vredna 25
tock. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) V matemati¢ni biologiji nastopi Beverton-Holtova diferencialna enacba

!

y' =—(a+by)y,
kjer sta a in b dani pozitivni konstanti.

a. (15) Poiscite splosno resitev zgornje diferencialne enacbe.

Resitev: Enacbo prepisemo v

!

v
(a+by)y

Za resitev je treba izracunati integral
dy / —b 1
— +-)d
/ (@ +by)y <a+by y) /
(—log(a + by) + logy) .

1
a
1
a

Sledi

log< i ):—a(x+c)

a+ by
za neko konstanto c. Sledi

— e—a(m-i-c)
a+ by
ali
B aefa(:chc)
Y= 1 “beelva -
Ocenjevanje:

— Prepis v obiéajno obliko: 3 tocke.
— Pacialni ulomki: 3 tocke.

— Integral na levi: 3 tocke.

— Pretvorba: 3 tocke.

— Splosna restev: 3 tocke.

b. (10) Poiscite resitev diferencialne enacbe, za katero je y(0) = yo > 0.

Resitev: 'V splosni resitvi moramo dolociti ustrezno konstanto. Dobimo

Yo efac .

a + by N

Sledi

—axr —ax

ayoe _ ayoe
a+byo — byoe 9 a+byy(l — e o)’

y:

Ocenjevanje:

— Kam bi del?: 2 tocki.

— Enacéba za konstanto: 2 tocki.
— Uporaba a.: 2 toéki.

— Enacéba za c: 2 toéki.

— Resitev: 2 tocki.
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2. (25) Dana naj bo linearna diferencialna enacba drugega reda s konstantnimi koefi-
cienti
y" + 2y +y = e "sinhz.

a. (15) Poiscite funkcijo, ki ustreza zgornji enacbi.

Resitev: Karakteristicni polinom je oblike P(A) = A2 +2X+1 2z dvojno niclo A =

—1. Regitvi homogene enacbe sta y;(x) = e~ in ys(x) = ze™®. Determinanto
Wronskega izracunamo kot
W(r) =pyh— o= (e —xe ™) +xe 2 = 2.

Partikularno resitev enacbe dobimo po formuli

yp(x) = =11 (2) /x %(gu()u)du—l—yz(x) /:C %(gu()u)du.

Izberimo si, recimo, xo = 0. Racunamo

yp(z) = —e® / usinhudu 4+ ze™” / sinh u du
0 0

—e~ " (zcoshx — sinh ) + ze™" (coshz — 1)

= e "sinhz —xe *.

Ocenjevanje:

— Niéle karakteristiénega polinoma: 3 tocke.
— Resitvi homogene enacbe: 3 tocke.
— Determinanta Wronskega: 3 tocke.
— Formula za partikularno resitev: 3 tocke.

— Integriranje in reditev: 3 toéke.
b. (10) Poiscite resitev enacbe, ki ustreza zatetnima pogojema y(0) = 0 in 3'(0) = 1.

Resitev: Vse resitve so oblike

y(xr) = e “sinhz + cie * + coxe™

Iz zacetnih pogojev dobimo enachi
0=¢ m 1=1—c¢c;+cs.
Sledi ¢c; = 0 in co = 0. Regsitev, ki ustreza zacetnim pogojem, je
y(xr) =e "sinhz.

Ocenjevanje:

— Splosna resitev: 2 tocki.

— Upostevanje prvega pogoja: 2 tocki.
— Upostevanje drugega pogoja: 2 toéki.
— Konstanti: 2 tocki.

— Konéna reditev: 2 tocki.
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3. (25) Naj bosta e in x enotska vektorja v prostoru, ki nista kolinearna.

a. (15) Definirajte vektor y kot linearno kombinacijoy = A(x— (e, x) e) + u(e x x).
Izrazite dolzino vektorja y s skalarji A, p in (e,x). Izrazite meSani produkt
(x,y,e) s skalarji A\, 1 in (e, x)

Resitev: Dolzino vektorja y izracunamo kot
(v.y) = Mx—(e.x)e,x— (e,x)e) + u’(e x x,e X x)
= N(1-(e,x)") + (1~ (e,x)?)
(A + 1) (1 = (e,x)?).
Za izracun (X,y,e) vstavimo y = A(x — (e,x)e) + p(e x x). Ce uporabimo
linearnost mesSanega produkta v vsaki spremenljivki, dobimo, da je
(x,y.¢) = (x, e x x), ).

Racunamo

(x,3:€) = (xAx— (e,%)€) + ple x x),e)
= u(x,e x x,e)
= —pu(x,e,exx)
= p(e,x,e x x)
= u(e x x,e x x)
= ull - (ex)).

Ocenjevanje:

— Ideja z (y,y): 3 tocke.

— Izraéun: 3 tocke.

— Ideja z menjavanjem vrstnega reda: 3 tocke.
— Izpostavljanje p: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.

b. (10) Privzemite, da imata e in x koren v izhodis¢u. Izra¢unajte pravokotno
projekcijo vektorja x na ravnino, ki gre skozi izhodisce in je pravokotna na vektor
e.

Resitev: 7 nekaj razmisleka se prepricamo, da bo iskana projekcija, recimo 7ji z,
oblike z = x — Xe. Ta vektor mora leZati v ravnini pravokotni na vektor e. Sledi,
da mora veljati

0=(z,e)=(x—Ae,e),
torej
(x,e) — A(e,e) = (x,e) = A =0.
Sledi A = (x,e). Iskana projekcija je

x — (x,e)e.

Ocenjevanje:
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Ideja: 2 tocki.

Oblika projekcije: 2 tocki.

Upostevanje ortogonalnosti na e: 2 tocki.
A: 2 tocéki.

Projekcija: 2 tocksi.
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4. (25) Dan naj bo sistem linearnih enach

3r1 + Ty + 213 = 1
21‘1 + To + rs = 0
T1 — 2xy — )\I’g = 2—A

(15) Ali ima ta sistem resitev za vsak A?

Regitev: Izvedemo Gaussov postopek na razsirjeni matriki:

3 1 2 1 3 1 2 1
2 1 1 0 -1 0 1 -1 -2 —
1 =2 =X 2—-A 0 =7 =3Xx—2 5-3)

31 2 1

01 -1 -2

00 =3X2—-9 —-9-3X

Ce je X\ # —3 sta ranga matrike in razsirjene matrike enaka 3, torej sistem ima
resitev. Ce je A = —3, sta ranga enaka 2 in sistem tudi ima resitev.

Ocenjevanje:

— Zapis razdirjene matrike: 3 tocke.

— Prvi korak Gaussovega postopka: 3 tocke.
— Drugi korak Gaussovega postopka: 3 tocke.
— Sklepanje v primeru X\ # —3: 3 tocke.

— Sklepanje v primeru X = —3: 3 tocke.
b. (10) Za primer, ko ima sistem ve¢ resitev, napisite vse mozne resitve.

Resitev: Iz a. sledi, da dobimo vec resitev v primeru A = —3. V tem primeru si
lahko x5 poljubno izberemo in z njim izrazimo xy in To iz enach

31‘1 + 1y = 1-— 21’3
Tro = -2 + T3
Dobimo x5 = =2+ x5 in x1 = 1 — x3. Vse resitve sistema so oblike
1 -1
—2 + T3 1
0 1
Ocenjevanje:
— Ugotovitev, da je veé resitev za A = —3: 2 tocki.

— Ugotovitev, da 3 lahko poljubno izberemo: 2 tocki.
— Izraéun 1 in zo: 2 tockl.
— Partikularna resitev: 2 tocki.

— Vektor v jedru: 2 tocéki.



