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1. (20) Funkcija f : R

3

! R naj bo dana z

f(x; y; z) = (1 + x)(1 + y)(1 + z) :

a. (10) Poi�s�cite mo�zne ektreme funkcije f(x; y; z) pri pogoju g(x; y; z) = xyz�1 = 0

za x > 0, y > 0 in z > 0.

Re�sitev: Ra�cunamo po Lagrangeu. Sestavimo funkcijo F (x; y; z) = f(x; y; z) �

�g(x; y; z) in parcialne odvode izena�cimo z 0. Dobimo ena�cbe

F

x

= (1 + y)(1 + z)� �yz = 0

F

y

= (1 + x)(1 + z)� �xz = 0

F

z

= (1 + x)(1 + y)� �xy = 0

Ker je x > 0, y > 0 in z > 0, lahko zapi�semo

1+y

y

�

1+z

z

� � = 0

1+x

x

�

1+z

z

� � = 0

1+x

x

�

1+y

y

� � = 0

Iz prvih dveh ena�cb sledi

1 + y

y

�

1 + z

z

=

1 + x

x

�

1 + z

z

;

torej

1 + y

y

=

1 + x

x

ali x = y. Podobno iz drugih dveh ena�cb sledi y = z. Torej je x = y = z. Zaradi

pogoja xyz = 1 mora biti x = y = z = 1.

Ocenjevanje:

{ Ideja z Lagrangeom: 2 to�cki.

{ Nova funkcija: 2 to�cki.

{ Parcialni odvodi: 2 to�cki.

{ Re�sevanje ena�cb: 2 to�cki.

{ Kon�cna to�cka: 2 to�cki.

b. (10) Poka�zite, da je Hessejeva matrika funkcije

G(x; y) = (1 + x)(1 + y)(1 +

1

xy

)

v to�cki (1; 1) pozitivno de�nitna. Sklepajte, da ste v a. na�sli res lokalni minimum

funkcije f(x; y; z).

Re�sitev: Potrebujemo parcialne odvode. Ra�cunamo

G

xx

(x; y) =

2 (1 + y)

x

3

y

G

xy

(x; y) = 1 +

1

x

2

y

2

2
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in

G

yy

(x; y) =

2 (1 + x)

x y

3

:

Sledi

H(1; 1) =

 

4 2

2 4

!

:

Zlahka sa prepri�camo, da je H(1; 1) pozitivno de�nitna. Ker je tudi G

x

(1; 1) = 0

in G

y

(1; 1) = 0, smo v to�cki (1; 1) na�sli lokalni minimum funkcije G(x; y). Ker

je F (x; y; z) pri pogoju xyz = 1 enak G(x; y), je to�cka (1; 1; 1) lokalni minimum

funkcije F (x; y; z) pri pogoju xyz = 1.

Ocenjevanje:

{ De�nicija Hessejeve martike: 2 to�cki.

{ G

xx

in G

xy

: 2 to�cki.

{ G

xy

: 2 to�cki.

{ Pozitivna de�nitnost: 2 to�cki.

{ Povezava z a.: 2 to�cki.

3
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2. (20) Naj bo za nek � 2 (�1; 1) funkcija f : R

2

! R dana z

f(x; y) =

1

2�

p

1� �

2

e

�

x

2

�2�xy+y

2

2(1��

2

)

:

a. (10) Naj bo neskon�cno obmo�cje dano z G = f(x; y) : x � 0; y � 0g. Poka�zite, da

je

Z

G

f(x; y) dx dy =

1

4

+

1

2�

arcsin(�) :

Re�sitev: Uvedemo polarne koordinate. Dobimo

Z

G

f(x; y) dx dy =

1

2�

p

1� �

2

Z

�=2

0

d�

Z

1

0

e

�

r

2

(1�� sin 2�)

2(1��

2

)

r dr

=

1

2�

p

1� �

2

Z

�=2

0

d�

1� �

2

1� � sin 2�

=

p

1� �

2

2�

Z

�=2

0

1

cos

2

�

1

cos

2

�

� 2�tg�

d�

=

p

1� �

2

2�

Z

1

0

1

1 + v

2

� 2�v

dv

=

p

1� �

2

2�

Z

1

0

1

(v � �)

2

+ 1� �

2

dv

=

p

1� �

2

2�

1

p

1� �

2

arctg

 

v � �

p

1� �

2

!

�

�

�

1

0

=

1

2�

 

�

2

+ arctg(

�

p

1� �

2

)

!

=

1

4

+

1

2�

arcsin(�) :

Ocenjevanje:

{ Ideja s polarnimi koordinatami: 2 to�cki.

{ Meje in Jacobian: 2 to�cki.

{ Notranji integral: 2 to�cki.

{ Zunanji integral: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Poka�zite, da je

Z

R

2

xy f(x; y) dx dy = � :

Kot znano upo�stevajte, da je

Z

2�

0

sin 2t

(1� � sin 2t)

2

dt =

2 � �

(1� �

2

)

3

2

:

4
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Re�sitev: Spet uvedemo polarne koordinate. Ra�cunamo

Z

R

2

xy f(x; y) dx dy =

1

2�

p

1� �

2

Z

2�

0

sin� cos� d�

Z

1

0

r

2

e

�

r

2

(1�� sin 2�)

2(1��

2

)

r dr

=

1

2�

p

1� �

2

Z

2�

0

2 sin� cos� d�

(1� �

2

)

2

(1� � sin 2�)

2

=

(1� �)

3=2

2�

2 � �

(1� �

2

)

3

2

= � :

Ocenjevanje:

{ Ideja s polarnimi koordinatami: 2 to�cki.

{ Jacobian in meje: 2 to�cki.

{ Notranji integral: 2 to�cki.

{ Zunanji integral: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

5



Matematika 2, 2000/2001, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar

3. (20) Cev s konstantnim polmerom a je v prostoru upognjena tako, da sta kon�cni

kro�znici \prilepljeni" na xy-ravnino kot na sliki 1.

−6 −4 −2 0 2 4 6−5

0

5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

Cev ‘‘pripeta’’ na xy−ravnino

x

y

z

Sl. 1 Cev s kon�cnima kro�znicama prilepljenima na xy-ravnino.

a. (10) Naj bo vektorsko polje dano z F = (�x;�y; 2z). Izra�cunajte pretok tega

polja skozi stene cevi (brez krogov v xy-ravnini).

Re�sitev: Najprej izra�cunamo

div(F) = �1� 1 + 2 = 0 :

�

Ce pretoku skozi stene cevi dodamo pretok skozi kroga v xy-ravnini, je po Gaus-

sovem izreku pretok skozi tako dobljeno zaklju�ceno ploskev enak 0. Pretok skozi

kroga pa je tudi enak 0, saj je normala na kroga enaka �k, z-koordinata vek-

torskega polja F pa je na xy-ravnini enaka 0. Celoten pretok je torej enak 0.

Ocenjevanje:

{ Divergenca: 2 to�cki.

{ Ideja z dodajanjem ploskev: 2 to�cki.

{ Citiranje Gaussovega izreka: 2 to�cki.

{ Uporaba Gaussovega izreka: 2 to�cki.

{ Sklep: 2 to�cki.

b. (10) Naj bo F = (�y(z + 1); x(z + 1); z

2

). Za normalo na ploskev si izberite

vektor, ki ka�ze iz cevi. Izra�cunajte pretok rot(F) skozi povr�sino cevi.

Re�sitev: Izra�cunamo rot(F) = (�x;�y; 2(z + 1)). Divergenca rotorja je vedno

enaka 0.

�

Ce kot v a. cev \zapremo" s krogoma v ravnini, je pretok skozi tako

nastalo zaklju�ceno ploskev enak 0. Pretok skozi dodani ploskvi je enak �4�a

2

,

ker je z-koordinata polja rot(F) enaka 2, normala pa �k. Pretok rot(F) skozi

stene cevi je 4�a

2

.

Ocenjevanje:

{ Rotor: 2 to�cki.

{ Idela z Gaussom in zapiranjem ploskve: 2 to�cki.

{ Pretok rotorja: 2 to�cki.

{ Citiranje in uporaba Stokesa: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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4. (20) Gibanje planeta okrog sonca si lahko mislimo kot gibanje v xy-ravnini, kjer je

sonce v izhodi�s�cu. To gibanje lahko opi�semo s funkcijo r(�), kjer je � kot med osjo x

in daljico, ki povezuje planet in izhodi�s�ce, r pa razdalja planeta od izhodi�s�ca. Funkcija

y(�) = 1=r(�) zado�s�ca diferencialni ena�cbi

y

0

=

v

u

u

t

�

2

p

2

�

 

y �

1

p

!

2

;

kjer sta � in p konstanti, odvisni od mas planetov in gravitacijske konstante.

a. (10) Poi�s�cite splo�sno re�sitev zgornje diferencialne ena�cbe.

Re�sitev: Diferencialno ena�cbo prepi�semo v

y

0

r

�

2

p

2

�

�

y �

1

p

�

2

= 1 :

Ozna�cimo �

2

=p

2

= a

2

in integriramo. Uporabili bomo tudi novo spremenljivko

av = y � 1=p. Ra�cunamo

Z

dy

r

�

2

p

2

�

�

y �

1

p

�

2

=

Z

dv

p

1� v

2

= arcsin(v)

= arcsin(

1

a

(y �

1

p

))

Splo�sna re�sitev ena�cbe je torej

arcsin(

1

a

(y �

1

p

)) = �+ c

ali

1

a

(y �

1

p

) = sin(�+ c)

ali

y(�) =

1

p

+ a sin(�+ c) :

Ocenjevanje:

{ Opa�zanje, da gre za ena�cbo z lo�cljivima spremenljivkama: 2 to�cki.

{ Prepisovanje v obliko primerno za integriranje: 2 to�cki.

{ Integriranje: 2 to�cki.

{ Upo�stevanje integracijske konstante: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Re�site zgornjo ena�cbo pri za�cetnem pogoju y(0) = 1=p+ �=p.

Re�sitev: V splo�sni re�sitvi iz a. moramo dolo�citi konstanto c. Veljati mora

1

p

+ a =

1

p

+ a sin(c) :

7
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Sledi, da mora biti

sin(c) = 1

ali

c =

�

2

:

Re�sitev ena�cbe je torej

y(�) =

1

p

+ a cos(�) :
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Gibanje planeta za p=1/2 in a=1

x

y Sonce

*Planet

Sl. 2 Gibanje planeta kot re�sitev diferencialne ena�cbe. Dobimo Keplerjev zakon.

Ocenjevanje:

{ Prepis splo�sne re�sitve: 2 to�cki.

{ Vstavljanje za�cetnega pogoja: 2 to�cki.

{ Ena�cba za c: 2 to�cki.

{ Konstanta c: 2 to�cki.

{ Re�sitev: 2 to�cki.

8
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5. (20) Hessejev nelinearni sistem diferencialnih ena�cb je dan z

_x = y + xz

_y = x+ yz

_z = x+ z

2

Poiskati �zelimo re�sitev tega sistema pri danih za�cetnih pogojih.

a. (10) Naj bo

x(t) =

u(t)

T (t)

; y(t) =

v(t)

T (t)

in z(t) =

w(t)

T (t)

za funkcije u; v; w in T , ki ustrezajo ena�cbam

_u = v ; _v = u ; _w = u in

_

T = �w :

Poka�zite, da potem funkcije x; y in z re�sijo prvotni sistem ena�cb.

Re�sitev: Z odvajanjem dobimo

_x =

_uT�u

_

T

T

2

_y =

_vT�v

_

T

T

2

_z =

_wT�w

_

T

T

2

Vstavimo v sistem ena�cb za funkcije x, y in z in pomno�zimo s T

2

. Dobimo

_uT � u

_

T = vT + uw

_vT � v

_

T = uT + vw

_wT � w

_

T = uT + w

2

�

Ce upo�stevamo povezave med funkcijami in njihovimi odvodi, se prepri�camo, da

funkcije x; y in z re�sijo prvotni sistem ena�cb.

Ocenjevanje:

{ Ideja, da je potrebno odvajati kvociente: 2 to�cki.

{ Odvajanje kvocientov: 2 to�cki.

{ Vstavljanje v sistem: 2 to�cki.

{ Urejanje: 2 to�cki.

{ Sklep: 2 to�cki.

b. (10) Poi�s�cite re�sitev prvotnega nelinearnega sistema pri za�cetnem pogoju x(0) =

y(0) = z(0) = 1.

Re�sitev: Funkcije u; v; w in T ustrezajo sistemu linearnih ena�cb

_u = v

_v = u

_w = u

_

T = �w

�

Ce zahtevamo �se u(0) = v(0) = w(0) = T (0) = 1, bomo ustregli tudi za�cetnemu

pogoju prvotne ena�cbe. Opazimo, da prvi dve ena�cbi vsebujeta le u in v. Karak-

teristi�cni poliniom tega linearnega sistema ima ni�cli �

1

= 1 in �

2

= �1 s pri-

padajo�cima lastnima vektorjema x

1

= (1; 1) in x

2

= (1;�1). Za�cetnemu pogoju

9
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ustreza re�sitev (u; v) = (e

t

; e

t

). Sledi, da je w = ce

t

. Zaradi za�cetnega pogoja

w(0) = 1, je w = e

t

. Zlahka se tudi prepri�camo, da je T = 2� e

t

. Sledi

x =

e

t

2�e

t

y =

e

t

2�e

t

z =

e

t

2�e

t

Ocenjevanje:

{ Opa�zanje, da dobimo linearni sistem ena�cb: 2 to�cki.

{ Opa�zanje, da previ dve vrsti vsebujeta le u in v: 2 to�cki.

{ Re�sitev za u in v pri danih za�cetnih pogojih: 2 to�cki.

{ Re�sitev za w in t: 2 to�cki.

{ Kon�cna re�sitev: 2 to�cki. in dobimo

10
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6. (20) Ladja B potuje po premici vzporedni osi y s konstantno hitrostjo �. V trenutku

t = 0 je ladja v to�cki (b; 0). V trenutku t = 0 iz to�cke (0; 0) vzleti letalo, ki potuje s

konstantno hitrostjo � > � tako, da je vedno obrnjeno to�cno proti ladji kot na sliki

2. Letalo bo potovalo po grafu funkcije f(x). Ozna�cite w(x) = f

0

(x). Funkcija w(x)

ustreza diferencialni ena�cbi

w

0

= �

�

�

�

p

1 + w

2

x� b

:

x

(0; 0) (b; 0)

y

B

A

Sl. 3 Pot letala A med zasledovanjem ladje B.

a. (10) Poi�s�cite re�sitev diferencialne ena�cbe za w na intervalu [0; b]. Za�cetni pogoj

je w(0) = 0.

Re�sitev: Ena�cbo prepi�semo v obliko

w

0

p

1 + w

2

= �

�

�

�

1

x� b

:

Integriramo in dobimo

arcsinh(w) = �

�

�

log(b� x) + c :

Za x = 0 je w(0) = 0, zato mora konstanta c v splo�sni re�sitvi ustrezati pogoju

0 = �

�

�

log(b) + c

ali

c =

�

�

log(b) :

Sledi

arcsinh(w) = log

 

�

1�

x

b

�

��=�

!

;

torej

w(x) =

1

2

�

(1�

x

b

)

��=�

� (1�

x

b

)

�=�

�

:

Ocenjevanje:

{ Prepis ena�cbe: 2 to�cki.

{ Integriranje: 2 to�cki.

{ Ena�cba za konstanto: 2 to�cki.

{ Konstanta: 2 to�cki.

{ Kon�cna re�sitev: 2 to�cki.

11
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b. (10) Izra�cunajte v kolik�snem �casu bo letalo ujelo ladjo.

Namig: y-koordinata ladje, ko jo bo ujelo letalo, bo

R

b

0

w(x)dx.

Re�sitev: Sledimo namigu.

�

Ce poznamo y-koordinato ladje v trenutku t

0

, ko jo bo

dohitelo letalo, lahko izra�cunamo, koliko �casa je plula. Ozna�cimo y-koordinato z

y

0

. Veljati mora �t

0

= y

0

. Po namigu je

y

0

=

Z

b

0

w(x) dx

=

1

2

Z

b

0

�

(1�

x

b

)

��=�

� (1�

x

b

)

�=�

�

dx

=

b

2

"

�(1�

x

b

)

��=�+1

��=� + 1

+

(1�

x

b

)

�=�+1

�=�+ 1

#

b

0

=

b

2

"

��

� � �

�

�

� + �

#

=

b��

�

2

� �

2

:

Iskani �cas je torej

t

0

=

b�

�

2

� �

2

:

Ocenjevanje:

{ Upo�stevanje namiga: 2 to�cki.

{ Vstavljanje funkcije: 2 to�cki.

{ Nedolo�ceni integral: 2 to�cki.

{ Vstavljanje mej: 2 to�cki.

{

�

Cas: 2 to�cki.
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