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1. (20) Funkcija f : U � R

2

! R, de�nirana na mno�zici U = f(x; y) : 0 < x

2

+y

2

< 1g,

naj bo dvakrat zvezno odvedljiva in naj ustreza ena�cbi

�f = f

xx

+ f

yy

= 0 :

Funkcija g : V � R

2

! R naj bo na V = f(x; y) : x

2

+ y

2

> 1g de�nirana z

g(x; y) = f(

x

x

2

+ y

2

;

y

x

2

+ y

2

) :

a. (10) Ozna�cite

u(x; y) =

x

x

2

+ y

2

in v(x; y) =

y

x

2

+ y

2

:

Poka�zite, da je

u

xx

+ u

yy

= v

xx

+ v

yy

= 0 ;

u

2

x

+ u

2

y

= v

2

x

+ v

2

y

=

1

(x

2

+ y

2

)

2

in

u

x

v

x

+ u

y

v

y

= 0 :

Re�sitev: Ra�cunamo

u

x

=

�x

2

+ y

2

(x

2

+ y

2

)

2

:

Odvajamo �se enkrat po x.

u

xx

=

2 (x

3

� 3 x y

2

)

(x

2

+ y

2

)

3

:

Podobno dobimo

u

y

=

�2 x y

(x

2

+ y

2

)

2

in

u

yy

=

�2 x (x

2

� 3 y

2

)

(x

2

+ y

2

)

3

:

S se�stevanjem sledi

u

xx

+ u

yy

= 0 :

Zaradi simetrije mora biti tudi v

xx

+ v

yy

= 0. Ra�cunamo

u

2
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+
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=
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=
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Zaradi simetrije je seveda tudi v

2

x

+ v

2

y

= (x

2

+ y

2

)

�2

. Upo�stevamo �se

v

x

=

�2 x y

(x

2

+ y

2

)

2

in

v

y

=

(x

2

� y

2

)

(x

2

+ y

2

)

2

:

Sledi

u

x

v

x

+ u

y

v

y

= 0 :

Ocenjevanje:

{ Parcialno odvajanje u: 2 to�cki.

{ Preurejanje in 1. sklep: 2 to�cki.

{ Preurejanje in 2, sklep: 2 to�cki.

{ 3. sklep: 2 to�cki.

{ Uporaba simetrije: 2 to�cki.

b. (10) Poka�zite, da je

�g = g

xx

+ g

yy

= 0 :

Re�sitev: Funkcijo g zapi�simo kot sestavljeno funkcijo oblike

g(x; y) = f(u(x; y); v(x; y))

in odvajajmo po pravilih za odvajanje sestavljenih funkcij. Dobimo

g

x

= f

u

u

x

+ f

v

v

x

in s ponovnim odvajanjem po x

g

xx

= (f

uu

u

x
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v

x
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x
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u

u
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u

x
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v

x

)v

x

+ f

v

v
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:

Podobno dobimo

g

yy
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u

y
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y
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y
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v
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:

Preuredimo

g
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+ g
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= f

uu

(u

2

x

+ u

2

y

) + f
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(v

2

x
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)

+2f

uv
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)

+f

u

(u
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) + f

v

(v
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) :

Z upo�stevanjem ena�cbe f

uu

+ f

vv

= 0 in enakosti iz a. sledi �g = 0.

Ocenjevanje:

{ Opa�zanje, da gre za sestavljeno funkcijo: 2 to�cki.

{ Prvo parcialno odvajanje: 2 to�cki.

{ Drugo parcialno odvajanje: 2 to�cki.

{ Preurejanje �clenov: 2 to�cki.

{ Upo�stevanje a. in rezultat: 2 to�cki. in dobimo
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2. (20) Telo V naj bo rezina krogle K = f(x; y; z) : x

2

+ y

2

+ z

2

� 1g med vi�sinama

z = a in z = b za 0 < a < b < 1. Telo je prikazano na sliki 1.
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Sl. 1 Rezina krogle med vi�sinama z = a in z = b.

a. (10) Predpostavite, da je masna gostota telesa konstantno enaka �. Izra�cunajte

masni vztrajnostni moment telesa V okrog osi z.

Re�sitev: Z uvedbo cilindri�cnih koordinat ra�cunamo
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=
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Ocenjevanje:

{ Ideja s cilindri�cnimi koordinatami: 2 to�cki.

{ Jacobian: 2 to�cki.

{ Meje: 2 to�cki.

{ Fubini: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Izra�cunajte �se povr�sino pla�s�ca rezine krogle (brez krogov, ki jih \odre�zeta"

ravnini z = a in z = b).

Namig: Parametrizirajte ploskev s �(�; z) = (

p

1� z

2

cos�;

p

1� z

2

sin�; z).

Re�sitev: Sledimo namigu. Za parametra bo veljalo 0 � � � 2� in a � z � b.

Ra�cunamo
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:
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ali

j�

�

� �

z

j = 1� z

2

+ z

2

= 1 :

Povr�sina je 2�(b� a).

Ocenjevanje:

{ Obmo�cje za parametre: 2 to�cki.

{ �

�

: 2 to�cki.

{ �

z

: 2 to�cki.

{ j�

�

� �

z

j: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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3. (20) Za dvakrat zvezno odvedljivo vektorsko polje F naj velja F � rot(F) = 0.

a. (10) Na bo S gladka ploskev z gladkim robom @S, na kateri je n = �F za neko

gladko skalarno funkcijo �. Poka�zite, da je

Z

@S

F dr = 0 :

Re�sitev: Po Stokesovem izreku je

Z

@S

F dr =

Z

S

rot(F) dS :

Na ploskvi S je po predpostavkah n � rot(F) = 0, zato bo rot(F) vedno vzporeden

ploskvi S. Pretok bo tako enak 0.

Ocenjevanje:

{ Prepis s Stokesovim izrekom: 2 to�cki.

{ Ugotovitev, da je rot(F) pravokoten na n: 2 to�cki.

{ Sklep, da je rot(F) vzporeden ploskvi: 2 to�cki.

{ Sklep, da je pretok 0: 2 to�cki.

{ Sklep, da je krivuljni integral enak 0: 2 to�cki.

b. (10) Na bo S spet gladka ploskev z gladkim robom @S, na kateri je n = �F za

neko gladko skalarno funkcijo �. Izra�cunajte

Z

S

(F� rot(F)) dS :

Re�sitev: Vektor F � rot(F) bo pravokoten na n, torej tangenten na ploskev S.

Rezultat je 0.

Ocenjevanje:

{ Poljubna smiselna razlaga: 10 to�ck.
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4. (20) Funkcija y naj zado�s�ca Bernoullijevi ena�cbi

y

0

+ xy = x

p

y :

a. (10) Naj bo z(x) =

q

y(x) Poka�zite, da funkcija z ustreza ena�cbi

2z

0

+ xz = x :

Re�sitev: Izra�cunamo z

0

= y

0

=2

p

y. Vstavimo v ena�cbo y

0

= 2z

0

z in dobimo

2z

0

z + xz

2

= xz :

Po kraj�sanju z z sledi zgornja ena�cba.

Ocenjevanje:

{ Odvod z: 2 to�cki.

{ Izra�zava y

0

z z in z

0

: 2 to�cki.

{ Vstavljanje: 2 to�cki.

{ Kraj�sanje: 2 to�cki.

{ Sklep: 2 to�cki.

b. (10) Poi�s�cite re�sitev ena�cbe

y

0

+ xy = x

p

y

pri za�cetnem pogoju y(0) = 4.

Re�sitev: Za�cetni pogoj za funkcijo y se prevede v za�cetni pogoj z(0) = 2. Ena�cba

za z je linearna nehomogena ena�cba prvega reda. Re�sitev homogenega dela je

z

h

(x) = ce

�x

2

=4

za poljubno konstanto c. Potrebujemo �se partikularno re�sitev. To i�s�cemo z nas-

tavkom z(x) = c(x)e

�x

2

=4

. Z odvajanjem in vstavljanjem dobimo

2(c

0

z

h

+ cz

0

h

) + xcy

h

= x :

Sledi

c

0

=

x

2

e

x

2

=4

;

torej

c(x) = e

x

2

=4

:

Sledi

z

p

(x) = 1 :

Splo�sna re�sitev bo

z(x) = 1 + ce

x

2

=4

:

Za�cetnemu pogoju bo zado�s�ceno, �ce bo c = 1. Ker je y = z

2

, bo

y(x) = (1 + e

x

2

=4

)

2

:

Ocenjevanje:

{ Re�sitev homogenega dela: 2 to�cki.

{ Nastavek za nehomogeni del: 2 to�cki.

{ Ena�cba za c in c: 2 to�cki.

{ Upo�stevanje za�cetnega pogoja: 2 to�cki.

{ Kon�cna re�sitev: 2 to�cki.
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5. (20) Dana naj bo diferencialna ena�cba

y

(4)

� y = g(x) :

a. (10) Poi�s�cite linearno neodvisne re�sitve homogenega dela zgornje ena�cbe.

Re�sitev: Najprej izra�cunamo karakteristi�cni polinom. Dobimo

P (�) = �

4

� 1 = (�� 1)(�+ 1)(�� i)(�+ i) :

Linearno neodvisne re�sitve so cosh x, sinh x, cos x in sin x.

Ocenjevanje:

{ Karakteristi�cni polinom: 2 to�cki.

{ Realni ni�cli: 2 to�cki.

{ Imaginarni ni�cli: 2 to�cki.

{ Prvi par neodvisnih re�sitev: 2 to�cki.

{ Drugi par neodvisnih re�sitev: 2 to�cki.

b. (10) Poi�s�cite splo�sno re�sitev ena�cbe, �ce je g(x) = cosh x cos x + sinhx sin x.

Re�sitev: Na desni so �cleni oblike e

x

cos x, e

�x

cos x, e

x

sinx in e

�x

sinx. Desno

stran zamenjamo z e

(1+i)x

. Ker 1 + i ni ni�cla karakteristi�cnega polinoma, bo

partikularna re�sitev oblike y

p

= Ae

(1+i)x

za kompleksno �stevilo A. Vstavimo v

ena�cbo in dobimo

A(1 + i)

4

e

(1+i)x

� Ae

(1+i)x

= e

(1+i)x

:

Pokraj�samo in dobimo ena�cbo

A((1 + i)

4

� 1) = 1 :

Ra�cunamo

(1 + i)

4

= 1 + 4i� 6� 4i+ 1� 1 = �5 ;

torej A = �1=5. Podobno dobimo za e

�x

cos x z nastavkom y

p

= Be

(�1+i)x

ena�cbo

B((�1 + i)

4

� 1) = 1 ;

torej B = �1=5. Razberemo, da je partikularna re�sitev za prvi �clen na desni

enaka

y

p

(x) = �

1

5

cosh x cos x :

Podobno razberemo tudi partikularno re�sitev za drugi �clen na desni. Celotna

partikularna re�sitev je torej

y

p

(x) = �

1

5

(cosh x cos x + sinhx sin x) :

Splo�sna re�sitev bo

y

p

(x) = �

1

5

(cosh x cos x + sinhx sin x) + c

1

cosh x+ c

2

sin x+ c

3

cos x + c

4

sinx :

Ocenjevanje:

{ Ideja, da re�sujemo za vsak �clen na desni posebej: 2 to�cki.

{ Nastavek: 2 to�cki.

{ Vstavljanje nastavka v ena�cbo: 2 to�cki.

{ A in B: 2 to�cki.

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�cki.
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6. (20) Na majhni vi�sini nad povr�sjem zemlje velja ob upo�stevanju Coriolisovega

pospe�ska za hitrost v prosto padajo�cega telesa ena�cba

_
v = �2w� v � b ;

kjer je w vektorska kotna hitrost vrtenja zemlje in je b = (0; 0; g) (g zemeljski

pospe�sek). Po komponentah lahko ena�cbo zapi�semo kot

0

B

@

_v

1

_v

2

_v

3

1

C

A

=

0

B

@

0 2w

3

�2w

2

�2w

3

0 2w

1

2w

2

�2w

1

0

1

C

A

0

B

@

v

1

v

2

v

3

1

C

A

�

0

B

@

0

0

g

1

C

A

:

a. (10) Ozna�cite !

2

= w

2

1

+ w

2

2

+ w

2

3

. Poka�zite, da so y

1

= w,

y

2

=

0

B

@

w

1

w

3

cos 2!t+ w

2

! sin 2!t

w

2

w

3

cos 2!t� w

1

! sin 2!t

�(w

2

1

+ w

2

2

) cos 2!t

1

C

A

in y

3

=

0

B

@

w

1

w

3

sin 2!t+ w

2

! cos 2!t

w

2

w

3

sin 2!t� w

1

! cos 2!t

�(w

2

1

+ w

2

2

) sin 2!t

1

C

A

linearno neodvisne re�sitve homogenega dela sistema.

Re�sitev: Najprej potrebujemo lastne vrednosti matrike sistema, torej

det

0

B

@

�� 2w

3

�2w

2

2w

3

�� 2w

1

2w

2

�2w

1

��

1

C

A

:

Z nekaj ra�cunanja sledi

P (�) = ��

3

� 4�(w

2

1

+ w

2

2

+ w

2

3

) :

Ozna�cimo w

2

1

+ w

2

2

+ w

2

3

= !

2

. Ni�cle karakteristi�cnega polinoma so �

1

= 0,

�

2

= 2i! in �

3

= �2i!. Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti �

1

, je kar w.

Prva re�sitev bo

y

1

= w :

Potrebujemo �se dve linearno neodvisni re�sitvi. Ti bomo dobili kot realni in imag-

inarni del vektorja (cos 2!t+ i sin 2!t)z, kjer je z lastni vektor, ki pripada lastni

vrednosti �

2

. Dobimo

z =

0

B

@

w

1

w

3

� i!w

2

w

2

w

3

+ i!w

1

�w

2

1

� w

2

2

1

C

A

:

Iz tega razberemo linearno neodvisni re�sitvi.

Ocenjevanje:

{ Karakteristi�cni polinom: 2 to�cki.

{ Ni�cle: 2 to�cki.

{ Lastni vektorji: 2 to�cki.

{ Prva re�sitev: 2 to�cki.

{ Ostali dve linearno neodvisni re�sitvi: 2 to�cki.
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b. (10) Poka�zite, da je

v = �

g

!

2

Z

t

0

(w

3

w � y

2

) ds

re�sitev sistema, ki ustreza za�cetnemu pogoju v(0) = 0. Kot znano upo�stevajte,

da je

Z

t

0

(w � y

2

) ds = �

1

2

y

2

+

1

2

0

B

@

w

1

w

3

w

2

w

3

�w

2

1

� w

2

2

1

C

A

:

Re�sitev: Ena�cbo preverimo direktno. Najprej lahko opazimo, da je

_
v = �

g

!

2

(w

3

w � y

2

) :

Izra�cunajmo �se �2w � v � b. Dobimo

�2w ��

g

!

2

Z

t

0

(w

3

w � y

2

) ds� b
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!
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2

) ds� b

= �
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!

2

Z
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0
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2
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= �
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!

2

0

B

@

�

1

2

y

2
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1

2

0
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@
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1

w
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w

2

w

3
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2

1
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C
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1

C

A

� b

=

g

!

2

0

B

@
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2

�
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@
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1

w
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�

0

B

@
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C

A

1

C

A

= �

g

!

2

(w

3

w � y

2

) :

Ocenjevanje:

{ Ideja z direktnim preverjanjem: 2 to�cki.

{ Odvod v : 2 to�cki.

{ Zamenjava integrala in vektorskega produkta: 2 to�cki.

{ Upo�stevanje namiga: 2 to�cki.

{ Preverjanje za�cetnega pogoja: 2 to�cki.
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