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1. (20) Naj bodo x

1
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n

in y
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; : : : ; y

n

dana �stevila. De�nirajte funkijo

f : R

2

! R s predpisom
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n

X
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� a� bx
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Privzemite, da velja

 

n

X
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x

i

!

2

< n

n

X

i=1

x

2

i

:

a. (10) Poi�s�ite staionarne to�ke funkije f(a; b) in jih klasi�irajte.

Re�sitev: Izra�unamo parialna odvoda po a in po b in ju izena�imo z 0. Dobimo

�f

�a

(a; b) = �

n

X
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2(y
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� a� bx

i

) = 0
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n

X

i=1
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i
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i

)x

i
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Prepi�semo
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P
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=
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=
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Ozna�imo
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n

X

i=1

x

i

=n �y =

n

X
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i

=n s

xy
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n

X

i=1

x

i

y

i

=n in s

2

x

=

n

X

i=1

x

2

i

=n :

Re�simo ena�be in dobimo

b =

s

xy

� �x�y

s

2

x

� �x

2

in a = �y � b�x :

Izra�unamo �se druge parialne odvode po a in po b. Dobimo

�

2

f

�a

2

(a; b) = 2n ;

�

2

f

�b

2

(a; b) = 2ns

2

x

in

�

2

f

�a �b

(a; b) = 2n�x :

Determinanta Hessove matrike je

4n

2

(s

2

x

� �x

2

) = 4n

n

X

i=1

x

2

i

� 4

 

n

X

i=1

x

i

!

2

> 0 :

Matrika je pozitivno de�nitna, tako da je dana to�ka lokalni minimum.

Oenjevanje:

{ Parialno odvajanje: 2 to�ki.
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{ Ena�bi za a in b: 2 to�ki.

{ Re�sitve: 2 to�ki.

{ Drugi parialni odvodi: 2 to�ki.

{ Hessejeva matrika in sklep: 2 to�ki.

b. (10) Poi�s�ite mo�zne ektreme funkije f(a; b) pri pogoju a+ b = 1.

Re�sitev: Po Lagrangu sestavimo novo funkijo

F (a; b) = f(a; b)� �(a + b) :

Parialna odvoda po obeh spremenljivkah izena�imo z 0 in dobimo ena�be

na + b

P

n

i=1

x

i

=

P

n

i=1

y

i

+ �

a

P

n

i=1

x

i

+ b

P

n

i=1

x

2

i

=

P

n

i=1

x

i

y

i

+ �

Podobno kot v to�ki a. dobimo

b =

(s

xy

+ �=n)� �x(�y + �=n)

s

2

x

� �x

2

in a = (�y + �=n)� b�x :

Izbrati moramo tak �, da bo veljalo a+b = 1. Ozna�imo � = �=n in s

2

x

� �x

2

= d.

Drugi ena�bi na levi in desni pri�stejemo b in dobimo

a+ b =

d�y � s

xy

+ �x�y + �(d� 1� �x)

d

:

Sledi

� =

d(1� �y)� s

xy

� �x�y

1� d� �x

:

Z vstavljanjem v formuli za a in b dobimo �zeleno re�sitev.

Oenjevanje:

{ Lagrangova funkija: 2 to�ki.

{ Parialno odvajanje: 2 to�ki.

{ Ena�bi za a, b in �: 2 to�ki.

{ Uporaba stranskega pogoja: 2 to�ki.

{ Kon�ni rezultat: 2 to�ki.
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2. (20) Po 1. Keplerjevem zakonu so orbite planetov elipse z gori�s�em v sonu.

�

Ce

si izberemo koordinatni sistem tako, da je sone v izhodi�s�u, lahko orbito opi�semo v

polarnih koordinatah z

r =

p

1 + � os�

;

pri �emer je p > 0 parameter elipse, �

2

2 (0; 1) pa njena eksentri�nost. Po 3. Kepler-

jevem zakonu je �as potovanja planeta od to�ke P do to�ke Q na sliki 1 enak

T

PQ

=

2A

PQ

p

kpM

;

kjer je k gravitaijska konstanta in M masa sona, A

PQ

pa je plo�s�ina osen�enega lika

na sliki 1.

S

P

Q

x

y

Sl. 1 Orbita planeta okrog sona S.

a. (10) Izra�unajte �as potovanja planeta od to�ke P do to�ke Q, �e daljia SP z

x-osjo oklepa kot �

1

, daljia SQ pa kot �

2

, kjer je 0 < �

1

< �

2

< �=2. Kot

znano privzemite, da je

Z

dt

(a

2

+ t

2

)

2

=

t

2 a

2

(a

2

+ t

2

)

+
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t

a

)

2 a

3

:

Re�sitev: Ra�unamo s uporabo polarnih koordinat.

A
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Z

�

2

�

1
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Z

p=(1+� os�)

0

r dr

=

1

2

Z

�

2

�

1

p

2
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(1 + � os�)

2

=

p

2

2

Z

�

2

�

1
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2
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2

�
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2
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p

2

2

Z
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2

�

1
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2

�(1 + tg

2

�+ �)

2

=

p

2

2

Z

tg �

2

tg �

1

dt

(1 + t

2

+ �)

2
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=

p

2

2

�

t

2 (1 + �) ((1 + �) + t

2

)
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p

1+�

)
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�

�

�

�
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2
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1
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2

2

�
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2
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2

�

2
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+

artg(

tg �

2

p

1+�
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2 (1 + �)
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�

�
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1
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2

�

1

)
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1

p

1+�

)

2 (1 + �)

3=2

�

:

Potrebni �as T

PQ

dobimo z vstavljanjem v formulo dano v besedilu naloge.

Oenjevanje:

{ Ideja za ra�unanje plo�s�ine: 2 to�ki.

{ Polarne koordinate: 2 to�ki.

{ Fubini: 2 to�ki.

{ Notranji integral: 2 to�ki.

{ Kon�ni rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte �as, ki ga potrebuje planet, da enkrat obkro�zi sone.

Re�sitev: Izra�unati moramo plo�s�ino elipse. Ra�unamo

A =

Z

2�

0

d�

Z

p=(1+� os�)

0

r dr

=

1

2

Z
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0

p

2
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(1 + � os�)

2

=

p

2

2

Z
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0
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2

�(1 + tg

2

�+ �)

2

:

Pri tem zadnjem integralu moramo biti previdni in ra�unanje razdeliti na korake

po intervalih [0:�=2℄, [�=2; 3�=2℄ in [3�=2; 2�℄. Dobimo po vrsti

1
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:
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Integral po intervalu [3�=2; 2�℄ je enak prvemu integralu. Plo�s�ina elipse je

A =

�p

2

2(1 + �)

3=2

:

Oenjevanje:

{ Ideja za ra�unanje plo�s�ine: 2 to�ki.

{ Polarne koordinate: 2 to�ki.

{ Fubini: 2 to�ki.

{ Notranji integral: 2 to�ki.

{ Kon�ni rezultat: 2 to�ki.
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3. (20) Povr�sino torusa s polmeroma a in b lahko predstavimo parametri�no s

�(u; v) = ((a+ b os v) osu; (a+ b os v) sin u; b sin v)

za (u; v) 2 [0; 2�℄ � [��; �℄. Na sliki 2 je del povr�sine torusa za (u; v) 2 [0; �℄ �

[��=2; �=2℄. Ozna�imo ta del ploskve z S. Za normalo si izberite vektor, ki ka�ze iz

torusa.

−4
−3

−2
−1

0
1

2
3

4

0

1

2

3

4
−1

−0.5

0

0.5

1

x

Del povrsine torusa

y

z

Sl. 2 Del povr�sine torusa.

a. (10) Naj bo

F =

(y;�x; 0)

p

x

2

+ y

2

:

S pomo�jo Stokesovega izreka izra�unajte

Z

�S

F dr :

Re�sitev: Po Stokesovem izreku je krivuljni integral enak pretoku rotorja vek-

torskega polja skozi ploskev S. Br�z ugotovimo, da je

rot(F) = �

(0; 0; 1)

p

x

2

+ y

2

:

Po formuli za pretok vektorskega polja dobimo, da je

Z

S

rot(F) dS =

Z

G

rot(F) � (�

u

� �

v

) du dv :

Ker je le zadnja komponenta rot(F) razli�na od 0, potrebujemo le zadnjo kom-

ponento vektorskega produkta �

u

� �

v

, ki je

b(a+ b os v) sin v :

Sledi

Z

S

rot(F) dS = �

Z

G

b sin v du dv

= 0 :

Krivuljni integral je enak 0.

Oenjevanje:
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{ Citiranje Stokesovega izreka: 2 to�ki.

{ Izra�un rotorja: 2 to�ki.

{ Formula za pretok: 2 to�ki.

{ Pravilno vstavljanje: 2 to�ki.

{ Sklep: 2 to�ki.

b. (10) Na polkro�zna loka vzporedna ravnini xy, ki omejujeta del ploskve na sliki

2, napnemo ploskev, ki bo kot del pla�s�a ilindra, ki ga omejujeta kro�znii in

daljii, ki povezujeta kon�ne to�ke kro�zni v smeri osi z. Izra�unajte pretok polja

F iz a. skozi to novo ploskev.

Re�sitev: Mo�znih re�sitev je ve�. Opazimo lahko, reimo, da je F ves �as tangenten

na ploskev in je zato integral enak 0.

Oenjevanje:

{ Po presoji: 10 to�k.

8



Matematika 2, 2002/2003, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar

4. (20) Gibanje planeta okrog sona si lahko mislimo kot gibanje v xy-ravnini, kjer je

sone v izhodi�s�u. To gibanje lahko opi�semo s funkijo r(�), kjer je � kot med osjo x

in daljio, ki povezuje planet in izhodi�s�e, r pa razdalja planeta od izhodi�s�a. Funkija

y(�) = 1=r(�) zado�s�a diferenialni ena�bi

y

0

=

s

�

2

p

2

�

�

y �

1

p

�

2

;

kjer sta � in p konstanti, odvisni od mas planetov in gravitaijske konstante.

a. (10) Poi�s�ite splo�sno re�sitev zgornje diferenialne ena�be.

Re�sitev: Diferenialno ena�bo prepi�semo v

y

0

r

�

2

p

2

�

�

y �

1

p

�

2

= 1 :

Poiskati moramo nedolo�en integral zgornjega izraza. Ozna�imo �

2

=p

2

= a

2

.

Uporabili bomo tudi novo spremenljivko av = y � 1=p. Ra�unamo

Z

dy

r

�

2

p

2

�

�

y �

1

p

�

2

=

Z

dv

p

1� v

2

= arsin(v)

= arsin(

1

a

(y �

1

p

))

Splo�sna re�sitev ena�be je torej

arsin(

1

a

(y �

1

p

)) = �+ 

ali

1

a

(y �

1

p

) = sin(�+ )

ali

y(�) =

1

p

+ a sin(�+ ) :

Oenjevanje:

{ Opa�zanje, da gre za ena�bo z lo�ljivima spremenljivkama: 2 to�ki.

{ Prepisovanje v obliko primerno za integriranje: 2 to�ki.

{ Integriranje: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje integraijske konstante: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.
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b. (10) Re�site zgornjo ena�bo pri za�etnem pogoju y(0) = 1=p+ �=p.

Re�sitev: V splo�sni re�sitvi iz a. moramo dolo�iti konstanto . Veljati mora

1

p

+ a =

1

p

+ a sin() :

Sledi, da mora biti

sin() = 1

ali

 =

�

2

:

Re�sitev ena�be je torej

y(�) =

1

p

+ a os(�) :

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Gibanje planeta za p=1/2 in a=1

x

y Sonce

*Planet

Sl. 1 Gibanje planeta kot re�sitev diferenialne ena�be. Dobimo Keplerjev zakon.

Oenjevanje:

{ Prepis splo�sne re�sitve: 2 to�ki.

{ Vstavljanje za�etnega pogoja: 2 to�ki.

{ Ena�ba za : 2 to�ki.

{ Konstanta : 2 to�ki.

{ Re�sitev: 2 to�ki.
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5. (20) Na intervalu [1;1) i�s�emo re�sitev nehomogene linearne diferenialne ena�be s

konstanimi koe�ienti

y

00

+ 2y

0

+ y =

e

�x

x

:

a. (10) Poi�s�ite partikularno re�sitev ena�be na [1;1).

Namig: Poskusite z nastavkom y

p

= Ae

�x

x log x za neko konstanto A.

Re�sitev: Sledimo namigu. Ra�unamo

y

0

p

= Ae

�x

(log x+ 1� x log x)

in

y

00

p

= Ae

�x

�

1

x

� 2 + (x� 2) log x

�

:

Vstavimo v ena�bo in dobimo

Ae

�x

�

1

x

� 2 + (x� 2) logx + 2(log x + 1� x log x) + x log x

�

=

Ae

�x

x

:

Izbira A = 1 nam da partikularno re�sitev.

Oenjevanje:

{ Kaj z nastavkom: 2 to�ki.

{ Prvi odvod: 2 to�ki.

{ Drugi odvod: 2 to�ki.

{ Poenostavljanje: 2 to�ki.

{ A: 2 to�ki.

b. (10) Poi�s�ite re�sitev diferenialne ena�be, ki ustreza za�etnima pogojema y(1) =

0 in y

0

(1) = 1.

Re�sitev: Splo�sna re�sitev ena�be bo

y = x log xe

�x

+ 

1

e

�x

+ 

2

xe

�x

;

kjer sta 

1

in 

2

konstanti, ki ju dolo�imo iz za�etnih pogojev. Dobimo y(1) =



1

+ 

2

= 0. Z odvajanjem dobimo

y

0

(x) = log xe

�x

+ e

�x

� x log xe

�x

� 

1

e

�x

+ 

2

(e

�x

� xe

�x

) :

Sledi

y

0

(1) = e

�1

� 

1

e

�1

= 1 ;

torej



1

= 1� e in 

2

= e� 1 :

Iskana re�sitev je

y = x log xe

�x

+ (e� 1)xe

�x

:

Oenjevanje:

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�ki.

{ Vstavljanje v y: 2 to�ki.

{ Odvajanje: 2 to�ki.

{ 

2

: 2 to�ki.

{ Kon�na re�sitev: 2 to�ki.
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6. (20) Gladka ev se vrti s konstantno kotno hitrostjo ! okrog osi pravokotne na ev

pritrjene v sredini kot na sliki 3.

mg

!

y(t)

Slika 3 Gibanje kroglie v vrte�i se evi.

Kroglia se lahko prosto giblje po eli evi. Gibanje kroglie pod vplivom te�znosti in

vrtenja evi opisuje diferenialna ena�ba

m�y �m!

2

y = �mg sin(!t) ;

kjer je m masa kroglie, y razdalja kroglie od osi in g gravitaijska konstanta.

a. (10) Poi�s�ite splo�sno re�sitev diferenialne ena�be.

Re�sitev: Najprej poi�s�emo re�sitvi homogene ena�be. Karakteristi�ni polinom je

oblike P (�) = m�

2

� m!

2

z ni�lama �

1

= ! in �

2

= �!. Re�sitvi homogene

ena�be sta torej

y

1

(t) = e

!t

in y

2

(t) = e

�!t

:

Partikularno re�sitev i�s�emo z nastavkom y

p

(t) = Ae

i!t

. Vstavimo v ena�bo,

pokraj�samo me

i!t

in dobimo

�A!

2

� A!

2

= �g :

Izra�unamo A =

g

2!

2

, torej je

y

p

(t) =

g

2!

2

sin(!t) :

Splo�sna re�sitev je

y(t) =

g

2!

2

sin(!t) + 

1

e

!t

+ 

2

e

�!t

:

Oenjevanje:

{ Karakteristi�ni polinom: 2 to�ki.

{ Linearno neodvisni re�sitvi: 2 to�ki.

{ Nastavek za nehomogeno ena�bo: 2 to�ki.
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{ Partikularna re�sitev: 2 to�ki.

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�ki.

b. (10) Reimo, da je ev dolga 2l in je l >

g

2!

2

. Kroglia se za�ne gibati z za�etnima

pogojema y(0) = 0 in _y(0) =

g

2!

. Ali bo kroglia \odletela" iz evi?

Re�sitev: V a. smo poiskali splo�sno re�sitev diferenialne ena�be. Zdaj moramo

poiskati konstanti 

1

in 

2

, tako da bo zado�s�eno danima za�etnima pogojema.

Dobimo ena�bi



1

+ 

2

= 0 in 

1

� 

2

= 0

z re�sitvama 

1

= 

2

= 0. Gibanje torej opisuje funkija

y(t) =

g

2!

2

sin(!t) :

Najve�jo mo�zno razdaljo od osi kroglia dose�ze pri t = �=2! in ta razdalja je

g

2!

2

. Ker je ev dalj�sa od te maksimalne razdalje, kroglia ne bo odletela.

Oenjevanje:

{ Ideja, kako uporabiti za�etna pogoja: 2 to�ki.

{ Ena�bi za konstanti: 2 to�ki.

{ Konstanti: 2 to�ki.

{ Maksimalni odklon: 2 to�ki.

{ Sklep: 2 to�ki.
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