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1. (20) Na sliki 1 je \hudi�eva krivulja"

1

dana impliitno z ena�bo

y

4

� a

2

y

2

= x

4

� b

2

x

2

za a = 1 in b =

p

2.
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Krivulja y4−a2y2=x4−b2x2

Sl. 1 Hudi�eva krivulja za a = 1 in b =

p

2.

a. (10) Poi�s�ite to�ki na najbolj desnem \kraku" hudi�eve krivulje, ki sta najbli�ze

y-osi.

Re�sitev: Problema se lotimo z uporabo Lagrangeovih multiplikatorjev. Mini-

mizirati �zelimo funkijo f(x; y) = x pri pogoju

g(x; y) = y

4

� y

2

� x

4

+ 2x

2

= 0 :

Sestavimo novo funkijo

F (x; y) = f(x; y)� � g(x; y) ;

jo parialno odvajajmo po x in y in parialna odvoda izena�imo z 0. Dobimo

�F

�x

= 1� � (�4x

3

+ 4x) = 0

�F

�y

= ��(4y

3

� 2y) = 0 :

Iz druge ena�be sledi, da je ali � = 0, ali y = 0 ali y = �1=

p

2. Prva re�sitev

ne pride v po�stev, ker z � = 0 ne moremo zadostiti drugi ena�bi.

�

Ce je y = 0,

potem mora pripadajo�i x ustrezati pogoju 0 = x

4

� 2x

2

, torej je ali x = 0 ali

x = �

p

2. Na desnem kraku le�zi le to�ka (

p

2; 0).

�

Ce je y = 1=

p

2, potem iz

pogoja sledi, da morajo pripadajo�e to�ke ustrezati ena�bi

�

1

4

= x

4

� 2x

2

:

1

Ime je dal matematik G. Cramer leta 1750
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Zaradi simetrije je dovolj poiskati le pozitivne re�sitve. Hitro se prepri�amo, da

sta pozitivni re�sitvi

x

1

=

s

1 +

p

3

2

in x

2

=

s

1�

p

3

2

:

Ugotovimo, da so to�ke, ki le�zijo na desnem kraku hudi�eve krivulje in hkrati

zado�s�ajo ena�bam za vezane estreme (

p

2; 0), (x

1

; 1=

p

2) in (x

1

;�1=

p

2). Ker

je

s

1 +

p

3

2

<

p

2

(to ugotovimo, reimo, �e kvadriramo), sta zadnji to�ki tisti na desnem kraku,

ki sta najbli�ze y osi.

Oenjevanje:

{ Formulaija z Lagrangeovimi multiplikatorji: 2 to�ki.

{ Izbira f(x; y) in g(x; y): 2 to�ki.

{ F in parialno odvajanje: 2 to�ki.

{ Re�sitve ena�b: 2 to�ki.

{ Kon�ni to�ki: 2 to�ki.

b. (10) To�ka (0; 1) le�zi na hudi�evi krivulji. Poka�zite, da na neki okolii U to�ke

x

0

= 0 obstaja taka funkija h(x), da je h(0) = 1 in

h

4

(x)� h

2

(x) = x

4

� 2x

2

:

Izra�unajte �se h

00

(0).

Re�sitev: Uporabimo izrek o impliitni funkiji za funkijo

F (x; y) = y

4

� y

2

� x

4

+ 2x

2

:

Preverimo F (0; 1) = 0 in

�F

�y

(0; 1) = 2 6= 0 :

Izrek o impliitni funkiji nam zagotavlja obstoj �zelene funkije h. Za izra�un

drugega odvoda odvajajmo identiteto F (x; h(x)) = 0. Dobimo

F

x

(x; h(x)) + F

y

(x; h(x)) � h

0

(x) = 0

in s ponovnim odvajanjem po x

F

xx

+ F

xy

� h

0

+ (F

xy

+ F

yy

� h

0

) � h

0

+ F

y

� h

00

= 0 :

Upo�stevajmo, da je h

0

(0) = 0 in F

xx

(0; 1) = 4 in dobimo

h

00

(0) = �

1

2

:

Oenjevanje:

{ Ideja, da je potreben izrek o impliitni funkiji: 2 to�ki.

{ Preverjanje predpostavk: 2 to�ki.

{ Prvo odvajanje identitete: 2 to�ki.

{ Drugo odvajanje identitete: 2 to�ki.

{ Drugi odvod: 2 to�ki.
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2. (20) Telo G naj bo presek dveh neskon�nih ilindrov danih z ena�bama x

2

+y

2

= b

2

in x

2

+ z

2

= a

2

z 0 < b � a. Primer takega telesa je na sliki 2.
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1
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x

Presek valjev x2+y2=b2 in x2+z2=a2

y

z
Sl. 2 Telo G nastane kot presek valjev.

a. (10) Izra�unajte prostornino telesa G, �e je a = b.

Re�sitev: Iz ena�be drugega valja izrazimo z =

p

a

2

� x

2

. Polovio prostornine

bomo dobili, �e to funkijo integriramo po krogu x

2

+ y

2

� b

2

. Ra�unamo po

Fubiniju.

V = 2

Z

fx

2

+y

2

�b

2

g

p

a

2

� x

2

dx dy

= 2

Z

b

�b

dx

Z

p

b

2

�x

2

�

p

b

2

�x

2

p

a

2

� x

2

dy

= 4

Z

b

�b

p

(b

2

� x

2

)(a

2

� x

2

) dx

= 8

Z

b

0

(b

2

� x

2

) dx

= 8

�

b

3

�

b

3

3

�

=

16b

3

3

:

Oenjevanje:

{ Ideja, da integriramo funkijo po krogu: 2 to�ki.

{ Zapis integrala: 2 to�ki.

{ Fubini: 2 to�ki.

{ Notranji integral: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte �se povr�sino telesa G, �e je a = b.

Namig: Povr�sino pla�s�a izra�unajte tako, da ga \odvijete" v ravnino.
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Re�sitev: Najprej se lotimo ra�unanja povr�sine zgornje ploskve.

�

Ce ozna�imo

f(x; y) =

p

a

2

� x

2

, dobimo povr�sino po formuli

P =

Z

fx

2

+y

2

�a

2

g

q

1 + f

2

x

+ f

2

y

dx dy :

V na�sem primeru je

1 + f

2

x

+ f

2

y

= 1 +

x

2

a

2

� x

2

torej je

P =

Z

fx

2

+y

2

�b

2

g

a

p

a

2

� x

2

dx dy

= a

Z

2�

0

d�

Z

b

0

r dr

p

a

2

� r

2

os

2

�

= a

Z

2�

0

d�

"

�

p

a

2

� r

2

os

2

�

os

2

�

#

a

0

= a

Z

2�

0

�

a

os

2

�

�

aj sin�j

os

2

�

�

d�

= 4a

2

Z

�=2

0

�

1

os

2

�

�

sin�

os

2

�

�

d�

= 4a

2

lim

�!�=2

�

tg��

1

os�

�

= 4a

2

:

Potrebujemo �se povr�sino pla�s�a.

�

Ce ga odvijemo, ugotovimo, da je povr�sina

enaka

P

1

= 8a

Z

�=2

0

p

a

2

� a

2

os

2

�d� :

Ta integral zlahko izra�unamo in dobimo rezultat 8a

2

. Celotna povr�sina telesa je

16a

2

.

Oenjevanje:

{ Formula za povr�sino: 2 to�ki.

{ Vstavljanje in polarne koordinate: 2 to�ki.

{ Fubini in integriranje: 2 to�ki.

{ Integral za pla�s�: 2 to�ki.

{ Kon�ni rezultat: 2 to�ki.
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3. (20) Vektorsko polje naj bo dano z F = yi� (x+ z)j + yk.

x

z

y

Slika 3 Koka z v�rtano potjo C.

a. (10) Naj bo C zaklju�ena pot z za�etno to�ko 0, ki sledi robovom koke z robom

1 kot na sliki 3. Izra�unajte

Z

C

Fdr :

Re�sitev: Najprej izra�unamo rotor vektorskega polja F. Dobimo

rot(F) =

0

�

2

0

�2

1

A

:

Za uporabo Stokesovega izreka si moramo izbrati ploskev, katere rob bo dana

krivulja. Ena od mo�znosti je, da si izberemo ploskvi koke, ki sta vzporedni

xy-ravnini in ploskev, ki je vzporedna yz-ravnini, vendar ne le�zi v njej. Po

vija�nem pravilu si za normalo na ploskev vedno izberemo vektorje, ki ka�zejo v

koko. Pretoka skozi ploskvi vzporedni xy-ravnini se uni�ita, ker sta nasprotnega

predznaka. Izra�unati moramo samo se pretok skozi tretji kos ploskve. Normala

je tam i, tako da je zaradi konstantnosti rotorja pretok 2 (plo�s�ina ploskve krat

skalarni produkt normale in vektorskega polja).

Oenjevanje:

{ Izra�un rotorja: 2 to�ki.

{ Ideja s Stokesovim izrekom: 2 to�ki.

{ Izbira ploskve: 2 to�ki.

{ Vija�no pravilo: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte pretok polja skozi povr�sino koke brez ploskev vzporednih xz-

ravnini. Za normalo si vedno izberite vektor, ki ka�ze iz koke.

Re�sitev: Uporabili bomo Gaussov izrek. Zlahka izra�unamo, da je div(F) = 0,

torej je pretok skozi elotno povr�sino koke enak 0. Izra�unajmo pretok skozi

ploskvi vzporedni xz-ravnini. Najprej se lotimo ploskve, ki le�zi v xz-ravnini.
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Tam je y = 0 in je vektorsko polje enako (0;�x�z; 0). Normala je tam �j, zato

je pretok enak

Z

1

0

dx

Z

1

0

(x + z) dz = 1 :

Na ploskvi vzporedni xz-ravnini je y = 1, normala pa je enaka j. Pretok je tako

�

Z

1

0

dx

Z

1

0

(x+ z) dz = �1 :

Pretoka skozi manjkajo�i ploskvi se uni�ita in je tako �zeleni pretok enak 0.

Oenjevanje:

{ Ideja z Gaussovim izrekom: 2 to�ki.

{ Divergena: 2 to�ki.

{ Formula za pretok za posamezni ploskvi: 2 to�ki.

{ Rezultata za posamezni ploskvi: 2 to�ki.

{ Kon�ni rezultat: 2 to�ki.
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4. (20) Zunaj atmosfere zemlje opisuje padanje telesa proti zemlji pod vplivom te�znosti

diferenialna ena�ba

_

h = �

s

2gR

2

�

1

h

�

1

h

0

�

;

kjer h = h(t) ozna�uje oddaljenost od sredi�s�a zemlje v trenutku t, h

0

za�etno oddal-

jenost, g zemeljski pospe�sek in R polmer zemlje.

a. (10) Poka�zite, da splo�sna re�sitev diferenialne ena�be ustreza enakosti

h

0

arsin

 

r

h

h

0

!

�

p

h(h

0

� h) = �

r

2g

h

0

R(t+ )

za neko konstanto .

Re�sitev: Ena�bo prepi�semo v

_

h

p

h

p

h

0

� h

= �

r

2g

h

0

R :

Integriramo levo in desno stran. Za desno stran preprosto preverimo, da je odvod

danega izraza enak

_

h

p

h

p

h

0

� h

;

integraija leve strani pa je preprosta.

Oenjevanje:

{ Prepis ena�be: 2 to�ki.

{ Ugotovitev, da moramo integrirati: 2 to�ki.

{ Integral leve strani (na en ali drug na�in): 2 to�ki.

{ Integral desne strani: 2 to�ki.

{ Upo�stvanje konstante: 2 to�ki.

b. (10) V kolik�snem �asu bo telo priletelo z za�etne vi�sine h

0

do roba zemeljske

atmosfere na vi�sini h

1

? Kolik�sna bo takrat absolutna hitrost telesa?

Re�sitev: Vemo, da bo

h

0

arsin

 

r

h

h

0

!

�

p

h(h

0

� h) =

r

2g

h

0

R(t+ ) :

Najprej moramo dolo�iti konstanto . Ko je t = 0, je h(0) = h

0

, torej je

�h

0

2

=

r

2g

h

0

R :

Sledi

 =

�h

3=2

0

p

2gR

:
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Ozna�imo �as, ki ga i�s�emo, s T . Sledi

h

0

arsin

 

r

h

1

h

0

!

�

p

h

1

(h

0

� h

1

) =

r

2g

h

0

R(T + ) :

Iz te ena�be lahko izrazimo T . Histrost na vi�sini h

1

lahko razberemo �ze iz za�etne

ena�be.

v =

_

h(T ) =

s

2gR

2

�

1

h

1

�

1

h

0

�

:

Oenjevanje:

{ Za�etni pogoj: 2 to�ki.

{ Ena�ba za konstanto: 2 to�ki.

{ Konstanta: 2 to�ki.

{

�

Cas: 2 to�ki.

{ Hitrost: 2 to�ki.
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5. (20) Dana naj bo diferenialna ena�ba

y

(3)

+ 3y

00

+ 3y

0

+ y = g(x) :

a. (10) Naj bo g(x) = x. Poi�s�ite splo�sno re�sitev zgornje enea�be.

Re�sitev: Karakteristi�ni polinom je P (�) = (� + 1)

3

. Ni�la � = �1 je trojna,

torej so linearno neodvisne re�sitve homogene ena�be enake y

1

= e

�x

, y

2

= xe

�x

in

y

3

= x

2

e

�x

. Partikularno re�sitev i�s�emo z nastavkom y

p

(x) = a+ bx. Vstavimo

v ena�bo in dobimo

3b + (a+ bx) = x ;

torej b = 1 in a = �3.

Oenjevanje:

{ Karakteristi�ni polinom: 2 to�ki.

{ Ni�le: 2 to�ki.

{ Linearno neodvisne re�sitve: 2 to�ki.

{ Nastavek za partikularno re�sitev: 2 to�ki.

{ Splo�sna re�stev: 2 to�ki.

b. (10) Naj bo g(x) = e

�x

. Poi�s�ite re�sitev diferenialne ena�be pri pogoju y(0) =

y

0

(0) = y

00

(0) = 0.

Re�sitev: Linearno neodvisne re�sitve homogene ena�be �ze poznamo. Ker je � =

�1 trojna re�sitev karakteristi�nega polinoma, bomo iskali partikularno re�sitev z

nstavkom y

p

(x) = ax

3

e

�x

. Odvajamo in vstavimo v ena�bo. Dobimo

6ae

�x

= e

�x

;

torej je y

p

(x) = x

3

e

�x

=6. Splo�sna re�sitev bo oblike

y(x) =

x

3

e

�x

6

+ 

1

e

�x

+ 

2

xe

�x

+ 

3

x

2

e

�x

:

Dolo�iti moramo �se konstante. Iz prve zahteve dobimo 

1

= 0, iz druge sledi



2

= 0 in iz tretje 

3

= 0.

Oenjevanje:

{ Nastavek za partikularno re�sitev: 2 to�ki.

{ Odvajanje: 2 to�ki.

{ Partikularna re�sitev: 2 to�ki.

{ Ena�be za konstante: 2 to�ki.

{ Re�sitev: 2 to�ki.
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6. (20) Stavba ima enaka prostora A in B kot na sliki 4. Grejemo samo prostor A

s pe�jo konstantne mo�i M

0

. Ozna�imo temperaturo sobe A v trenutku t s T

1

(t) in

temperaturo sobe B s T

2

(t). Zunanjost naj ima konstantno temperaturo T

0

. Potek

temperatur bo opisoval sistem diferenialnih ena�b oblike

_

T

1

= ��(T

1

� T

0

) + �(T

2

� T

1

) + M

0

_

T

2

= ��(T

2

� T

0

) + �(T

1

� T

2

)

Konstante � > 0, � > 0 in  > 0 so odvisne od spei��ne toplote zraka, njegove

toplotne prevodnosti, toplotne prevodnosti in dimenzij sten.

T

1

(t) T

2

(t)

P

A B

T

0

Sl. 4 Prostora A in B v stavbi.

a. (10) Poi�s�ite fundamentalno matriko re�sitev homogenega sistema.

Re�sitev: Matrika homogenega sistema je oblike

A =

�

��� � �

� �� � �

�

:

Potrebujemo lastne vrednosti in lastne vektorje te matrike. Karakteristi�ni poli-

nom je oblike

P (�) = �

2

+ 2(�+ �)�+ �

2

+ 2��

z ni�lama

�

1

= �� in �

2

= ��� 2� :

Pripadajo�a lastna vektorja sta x

1

= (1; 1) in x

2

= (1;�1). Stolpa fundamen-

talne matrike re�sitev bosta linearni kombinaiji oblike



1

e

��t

x

1

+ 

2

e

(���2�)t

x

2

:

Za prvi stolpe dobimo 

1

= 

2

= 1=2, za drugi pa 

1

= 1=2 in 

2

= �1=2.

Fundamentalna matrika re�sitev je

Y(t) =

�

1

2

e

��t

+

1

2

e

(���2�)t

1

2

e

��t

�

1

2

e

(���2�)t

1

2

e

��t

�

1

2

e

(���2�)t

1

2

e

��t

+

1

2

e

(���2�)t

�

:

Oenjevanje:

{ Karakteristi�ni polinom: 2 to�ki.

{ Lastna vektorja: 2 to�ki.
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{ Nastavek za stolpa: 2 to�ki.

{ Ena�be za konstante: 2 to�ki.

{ Matrika: 2 to�ki.

b. (10) Re�site sistem ena�b pri pogoju, da za�nemo kuriti na novo, torej T

1

(0) =

T

2

(0) = T

0

. Kolik�sna bo temperatura v sobi A po zelo dolgem �asu?

Re�sitev: Ena�ba je nehomogena, pri �emer je

b(t) =

�

M

0

+ �T

0

�T

0

�

:

Poiskati moramo partikularno re�sitev. Ker je b konstanten vektor, je tudi par-

tikularna re�sitev konstanten vektor, ki zado�s�a ena�bi

Ay

p

= �b :

Za re�sitev dobimo

y

p

=

�

T

0

T

0

�

+

M

0



�(� + 2�)

�

� + �

�

�

:

Zadostiti moramo �se za�etnim pogojem. Splo�sna re�sitev je

y = y

p

+Y(t) �  :

Dobimo ena�bo

�

T

0

T

0

�

=

�

T

0

T

0

�

+

M

0



�(� + 2�)

�

� + �

�

�

+  :

Sledi

 = �

M

0



�(� + 2�)

�

� + �

�

�

:

Po zelo dolgem �asu bo temperatura v sobi A enaka limiti T

1

(t), ko t!1. Ta

limita je

(� + �)M

0

�(�+ 2�)

+ T

0

:

Oenjevanje:

{ Nastavek: 2 to�ki.

{ Integriranje: 2 to�ki.

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�ki.

{ Ena�ba za : 2 to�ki.

{ Re�sitev in limita: 2 to�ki.

12


