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1. (20) Naj bodo a, b,  in d pozitivna �stevila, za katere velja a + b +  + d = 1. Na

obmo�ju � = f(x; y; z) : x > 0; y > 0; z > 0; x+ y + z < 1g naj bo dana funkija

f(x; y; z) = a log x+ b log y +  log z + d log(1� x� y � z) :

a. (10) Poi�s�ite staionarne to�ke funkije f na � in jih klasi�irajte.

Re�sitev: Za staionarne to�ke mora veljati

�f

�x

=

a

x

�

d

1�x�y�z

= 0

�f

�y

=

b

y

�

d

1�x�y�z
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�z
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z

�

d

1�x�y�z

= 0

:

Ena�be damo na skupni imenovale.

�

Stevi morajo biti enaki 0. Dobimo

a(1� x� y � z)� dx = 0

b(1� x� y � z)� dy = 0

(1� x� y � z)� dz = 0

:

Ena�be se�stejemo. Sledi

a+ b +  = (a+ b + + d)(x+ y + z) ;

torej x + y + z = a + b + . Sledi x = a, y = b in z = . Za klasi�kaijo

izra�unamo Hessejevo matriko v to�ki (a; b; ). Z nekaj ra�unanja sledi

Hf(a; b; ) =

0
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Izra�unamo determinante minorjev. Dobimo �stevila

�
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�

1
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1

bd
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:

Ker so a;, b,  in d pozitivna �stevila, predznaki minorjev alternirajo. To�ka

(a; b; ) je lokalni maksimum.

Oenjevanje:

{ Parialno odvajanje: 2 to�ki.

{ Re�sitev ena�b: 2 to�ki.

{ Drugo parialno odvajanje: 2 to�ki.

{ Ra�unanje minorjev Hessejeve matrike: 2 to�ki.

{ Sklep o lokalnem ekstremu: 2 to�ki.

b. (10) Naj bo g : �! R dana z

g(x; y; z) = log x� log y + log z � log(1� x� y � z) :

2
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Poka�zite, da je v to�ki (x; y; z), kjer je

x = (a+ b)(a + d) ; y = (a + b)(b + ) in z = (b + )(+ d) :

lahko ekstrem funkije f(x; y; z) pri pogoju g(x; y; z) = 0.

Namig: Preverite, da je 1� x� y � z = (a + d)(+ d).

Re�sitev: Sestavimo funkijo F (x; y; z) = f(x; y; z)� �g(x; y; z). Parialno odva-

jamo in dobimo ena�be

�F

�x

=

a

x

�

d

1�x�y�z

�

�

x

�

�

1�x�y�z

= 0

�F

�y

=

b

y

�

d

1�x�y�z

+

�

y

�

�

1�x�y�z

= 0

�F

�z

=



z

�

d

1�x�y�z

�

�

z

�

�

1�x�y�z

= 0

:

Ena�be damo na skupni imenovale.

�

Stevi morajo biti enaki 0. Preuredimo in

dobimo

(a� �)(1� x� y � z) = (�+ d)x

(b + �)(1� x� y � z) = (�+ d)y

(� �)(1� x� y � z) = (�+ d)z

:

Se�stejemo in dobimo

(a+ b + � �)(1� x� y � z) = (�+ d)(x+ y + z) :

Sledi, �e upo�stevamo, da je a + b+ + d = 1, da je

a + b+ � � = x + y + z ;

torej 1� x� y � z = �+ d. Sledi

x = a� �; y = b + � in z = � � :

To�ka (x; y; z) mora ustrezati tudi pogoju, ki ga lahko zapi�semo kot xz = y(1�

x� y � z). Veljati mora

(a� �)(� �) = (b+ �)(d+ �) ;

torej

a� bd = (a+ b + + d)� = � :

Sledi

x = (a+ b)(a + d) ; y = (a+ b)(b + ) in z = (b+ )(+ d) :

Oenjevanje:

{ Lagrangeova funkija: 2 to�ki.

{ Parialno odvajanje: 2 to�ki.

{ Se�stevanje ena�b: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje pogoja: 2 to�ki.

{ To�ka: 2 to�ki.
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2. (20) Te�znostni potenial telesa G z masno gostoto � = �(x; y; z) v to�ki (0; 0; a) je

dan s formulo

�

1

4�

Z

G

�(x; y; z)

p

x

2

+ y

2

+ (z � a)

2

dx dy dz :

a. (10) Naj bo a > 1. Izra�unajte te�znostni potenial zgornje polovie krogle

K = f(x; y; z) : x

2

+ y

2

+ z

2

� 1; z � 0g v to�ki (0; 0; a), �e je masna gostota

konstantna in enaka �.

Re�sitev: Uvedemo krogelne koordinate in ra�unamo

�

1

4�

Z

G

�(x; y; z)

p

x

2

+ y

2

+ (z � a)

2

dx dy dz

= �

�

4�

Z

2�

0

d�

Z

�=2

0

sin � d�

Z

1

0

r

2

dr

p

r

2
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2

= �

�

2

Z

1

0

r

2

dr

Z

�=2

0

sin � d�

p

r

2

� 2ar os � + a

2

= �

�

2

Z

1

0

r

2

dr

�

1
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p

r

2

� 2ar os � + a

2

�

�=2

0

= �

�

2a

Z

1

0

r [

p

r

2

+ a

2

� (a� r)℄ dr

= �

�

2a

�

1

3

(r

2

+ a

2

)

3=2

�

ar

2

2

+

r

3

3

�

1

0

= �

�

2a

�

(1 + a

2

)

3=2

3

�

a

2

+

1

3

�

a

3

3

�

:

Oenjevanje:

{ Krogelne koordinate: 2 to�ki.

{ Meje: 2 to�ki.

{ Jaobijeva determinanta in Fubini: 2 to�ki.

{ Notranji integral: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte te�znostni potenial v to�ki (0; 0; a) diska D = f(x; y; z) : x

2

+

y

2

� 1; 0 � z � ag. Predpostavite, da je a > 1 in je masna gostota konstantna.

Kot znano upo�stevajte

Z

p

1 + u

2

du = u

p

1 + u

2

=2 + log

�

u+

p

1 + u

2

�

=2 :
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Re�sitev: Uvedemo ilindri�ne koordinate in ra�unamo

�

1

4�

Z

D

�(x; y; z)

p

x

2

+ y

2

+ (z � a)

2

dx dy dz

= �

�

4�

Z

2�

0

d�

Z

a

0
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Z

1

0

r dr

p

r

2

+ (z � a)

2

= �

�

2

Z

a

0
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�

p

r

2

+ (z � a)

2

�

1

0

= �

�

2

Z

a

0

�

p

(z � a)

2

+ 1� (a� z)

�

dz

= �

�

4

�

(z � a)

p

(z � a)

2

+ 1 + log

�

(z � a) +

p

(z � a)

2

+ 1

�

� (a� z)

2

�

a

0

= �

�

4

�

a

p

1 + a

2

� log(�a+

p

1 + a

2

) +

a

2

2

�

:

Oenjevanje:

{ Cilindri�ne koordinate: 2 to�ki.

{ Meje: 2 to�ki.

{ Jaobijeva determinanta in Fubini: 2 to�ki.

{ Integriranje: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.
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3. (20) Naj bo n �ksen enotski vektor. Naj bo C krivulja dana kot presek povr�sine

krogle K = f(x; y; z) : x

2

+ y

2

+ z

2

= 1g in ravnine dane z (n; r) = �1=2. Krivulja C

je rob ploskve na sliki 1 za primer n = (1; 1; 1; )=

p

3. Vektorsko polje F naj bo dano

z F = (n; r)(n� r), kjer je r = (x; y; z).
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Krogla z odrezano krogelno kapico za $n=(1,1,1)/\sqrt{3}$

y

z

Slika 1 Krogla K z odrezano krogelno kapio. Odre�zemo z ravnino (n; r) = �1=2.

a. (10) Izra�unajte krivuljni integral

Z

C

F dr :

Krivuljo orientirajte skladno z normalo na povr�sino krogle, ki ka�ze iz krogle.

Namig: Kolik�sen je skalarni produkt (n; r) na krivulji C?

Re�sitev: Najprej opazimo, da je skalarni produkt (n; r) na krivulji C konstanten,

saj je krivulja v ravnini de�nirani z (n; r) = �1=2. Ko ra�unamo krivuljni

integral, lahko �1=2 izpostavimo. Izra�unati moramo torej

Z

C

(n� r) dr :

Uporabimo Stokesov izrek. Vemo, da je

n� r = (n

2

z � n

3

y;�n

1

z + n

3

x; n

1

y � n

2

x) :

Ugotovimo, da je

rot(n� r) = (n

1

+ n

1

; n

2

+ n

2

; n

3

+ n

3

) = 2n :

Izbrati moramo �se ploskev, ki jo bom \napeli" na krivuljo. Izberimo kar krog kot

na sliki 1b. Normala na krog v skladu z izbrano orientaijo je �n. Ploskovni

integral polja je tako enak minus dvakratni plo�s�ini kroga. Polmer kroga je

p

3=2,

torej je rezultat 3�=2.

Oenjevanje:

6
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{ Konstantnost skalarnega produkta: 2 to�ki.

{ Ideja s Stokesovim izrekom: 2 to�ki.

{ Rotor: 2 to�ki.

{ Izbira normale: 2 to

�

ki.

{ Polmer in rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Naj bo S ploskev, ki jo dobimo tako, da povr�sini krogleK odre�zemo krogelno

kapio z ravnino (n; r) = �1=2. Za normalo na ploskev izberite tisto, ki ka�ze iz

krogle. Izra�unajte

Z

S

rot(F) dS :

Re�sitev: Vemo, da je div(rot(F)) = 0 za vsako polje. Po Gaussovem izreku je

pretok skozi elotno povr�sino krogle enak 0. Temu pretoku moramo od�steti pretok

rotorja skozi odrezano ploskev. Ta pretok pa je enak krivuljnemu integralu iz a.

Celoten pretok je torej �3�=2.

Oenjevanje:

{ Divergena: 2 to�ki.

{ Gauss: 2 to�ki.

{ Ideja z od�stevanjem: 2 to�ki.

{ Stokes v obratni smeri: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

7
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4. (20) Konstruirati �zelimo zralo, ki bo vsak �zarek iz izhodi�s�a koordinatnega sis-

tema odbilo v smeri osi x. Naj bo zgornji del zrala graf funkije y. Veljati mora

diferenialna ena�ba

y

0

=

y � xy

0

x + yy

0

:

a. (10) De�nirajte funkijo

w(x) =

1

2

(x

2

+ [y(x)℄

2

) :

Poka�zite, da funkija w ustreza diferenialni ena�bi w

0

=

p

2w.

Re�sitev: Z odvajanjem dobimo

w

0

= x+ yy

0

:

Sledi

y

0

=

w

0

� x

y

:

Vstavimo v ena�bo in upo�stevajmo, da je 2w = x

2

+ y

2

. Dobimo

w

0

� x

y

=

y � x �

w

0

�x

y

w

0

=

y

2

� xw

0

+ x

2

w

0

y

=

2w � xw

0

w

0

y

:

Sledi

(w

0

� x)w

0

= 2w � xw

0

ali

[w

0

℄

2

= 2w :

Oenjevanje:

{ Odvod w: 2 to�ki.

{ Izra�un y

0

: 2 to�ki.

{ Vstavljanje: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje x

2

+ y

2

= 2w: 2 to�ki.

{ Premetavanje in kon�ni rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Re�site diferenialno ena�bo za y pri za�etnem pogoju y(�a) = 0 za a > 0.

Namig: Upo�stevajte a.

8
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Re�sitev: Za�etni pogoj za funkijo y se prevede v za�etni pogoj w(�a) = a

2

=2 za

funkijo w. Ena�bo za w prepi�semo v

w

0

p

2w

= 1 :

Integriramo in dobimo

p

2w = x +  :

Iz za�etnega pogoja sledi a =

p

2w(�a) = �a + , torej  = 2a. Sledi

w(x) =

1

2

(x+ 2a)

2

:

Ker je 2w = x

2

+ y

2

, dobimo

x

2

+ y

2

= (x + 2a)

2

:

Sledi

y = 2

p

a(x+ a) :

Oenjevanje:

{ Opa�zanje, da gre za lo�ljive spremenljivke: 2 to�ki.

{ Integriranje: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje za�etnega pogoja: 2 to�ki.

{ Zveza w in y: 2 to�ki.

{ Kon�ni rezultat: 2 to�ki.

9
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5. (20) Dana naj bo diferenialna ena�ba

y

(4)

+ 2y

00

+ y = g(x) :

a. (10) Poi�s�ite linearno neodvisne re�sitve homogene ena�be.

Re�sitev: Karakteristi�ni polinom je

P (�) = �

4

+ 2�

2

+ 1 = (�

2

+ 1)

2

:

Ni�li sta i in �i in sier dvojni. Linearno neodvisne re�sitve so os x, x os x,

sin x in x sin x.

Oenjevanje:

{ Karakteristi�ni polinom: 2 to�ki.

{ Ni�li: 2 to�ki.

{ Opa�zanje, da sta ni�li dvojni: 2 to�ki.

{ Realni in imaginarni deli: 2 to�ki.

{ Nabor re�sitev: 2 to�ki.

b. (10) Po�s�ite re�sitev ena�be, �e je g(x) = os x in velja y(0) = y

0

(0) = y

(2)

(0) =

y

(3)

(0) = 0.

Re�sitev: Desno stran nadomestimo z e

ix

. Ker je i dvojna ni�la karakteristi�nega

polinoma, je nastavek za partikularno re�sitev y

p

(x) = Ax

2

e

ix

, kjer je A komplek-

sno �stevilo. Odvajamo po vrsti in dobimo

y

0

p

= Ae

ix

(ix

2

+ 2x)

y

00

p

= Ae

ix

(�x

2

+ 4ix + 2)

y

(3)

p

= Ae

ix

(�ix

2

� 6x+ 6i)

y

(4)

p

= Ae

ix

(x

2

� 8ix� 12)

:

Vstavimo v ena�bo in dobimo

Ae

ix

�

x

2

+ 2(�x

2

+ 4ix+ 2) + x

2

� 8ix� 12

�

= e

ix

:

Sledi �8A = 1 ali A = �1=8. Partikularna re�sitev je realni del Ax

2

e

ix

, torej

y

p

(x) = �

x

2

os x

8

:

Splo�sna re�sitev bo

y = �

x

2

os x

8

+ 

1

os x+ 

2

x os x + 

3

sin x + 

4

x sin x :

Dolo�iti moramo �se konstante. Odvajamo in vstavimo x = 0. Dobimo ena�be



1

= 0, 

2

+ 

3

= 0, �1=4� 

1

+ 2

4

= 0 in �3

2

� 

3

= 0. Sledi 

1

= 0, 

2

= 0,



3

= 0 in 

4

= 1=8.

Oenjevanje:

{ Nastavek za y

p

: 2 to�ki.

{ Odvajanje: 2 to�ki.

{ Konstanta A: 2 to�ki.

{ Splo�sna re�sitev in ena�be za koe�iente: 2 to�ki.

{ Kon�na re�sitev: 2 to�ki.

10
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6. (20) Naj bo v : R ! R trikrat zvezno odvedljiva funkija. De�nirajte funkijo

u : R � (0;1)! R s predpisom

u(x; t) = v(x� t) :

Predpostavite, da funkija u ustreza Kortweg-de Vriesovi ena�bi

u

t

+ 6uu

x

+ u

xxx

= 0 :

a. (10) Poka�zite, da funkija v ustreza diferenialni ena�bi

�v

0

+ 6vv

0

+ v

000

= 0 :

Re�sitev: Ra�unamo

u

t

(x; t) = �v

0

(x� t) ;

u

x

(x; t) = v

0

(x� t) ; u

xx

(x; t) = v

00

(x� t) in u

xxx

(x; t) = v

000

(x� t) :

Vstavimo v ena�bo in dobimo

�v

0

(x� t) + 6v(x� t)v

0

(x� t) + v

000

(x� t) = 0 :

Ena�ba velja za vse x in trditev sledi.

Oenjevanje:

{ Odvajanje po t: 2 to�ki.

{ Odvajanje po x: 2 to�ki.

{ Drugo odvajanje po x: 2 to�ki.

{ Tretje odvajanje po x: 2 to�ki.

{ Vstavljanje v ena�bo in sklep: 2 to�ki.

b. (10) Privzemite, da velja

(v

0

)

2

2

= v

2

�

� v +



2

�

:

Poka�zite, da potem v ustreza tudi diferenialni ena�bi

�v

0

+ 6vv

0

+ v

000

= 0 :

Poi�s�ite splo�sno re�sitev prve ena�be zgoraj. Izberite vedno pozitiven kvadratni

koren.

Re�sitev: Reimo, da je v = v(z). Prvo ena�bo odvajajmo dvakrat po z. Dobimo

najprej

v

0

v

00

= �3v

2

v

0

+ vv

0

:

Pokraj�samo v

0

in odvajamo ponovno. Dobimo

v

000

= �6vv

0

+ v

0

:
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Prvo ena�bo prepi�semo v

v

0

=

p

2 v

p

�v + =2

ali

dv

v

p

�2v + 

= 1 :

Za integriranje uvedemo novo spremenljivko �2v +  = u

2

, torej v = (� u

2

)=2

in dv = �u du. Sledi

Z

dv

v

p

�2v + 

= �

Z

2 du

� u

2

= �

1

p



log

�

u+

p



u�

p



�

= �

1

p



log

�

p

�2v + +

p



p

�2v + �

p



�

:

Sledi

p

�2v +  +

p



p

�2v + �

p



= ae

�

p

z

;

kjer je a �se poljubna konstanta. Izra�unamo

p

�2v +  = �

p



�

1 + ae

�

p

z

1� ae

�

p

z

�

;

torej

v(z) = �

1

2

�

� 

�

1 + ae

�

p

z

1� ae

�

p

z

�

2

�

:

Oenjevanje:

{ Odvajanje prvi�: 2 to�ki.

{ Odvajanje drugi�: 2 to�ki.

{ Prepis diferenialne ena�be: 2 to�ki.

{ Integriranje: 2 to�ki.

{ Kon�na re�sitev: 2 to�ki.
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