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1. (20) Naj bo funkija f : R

3

! R dana z

f(x; y; z) = z

3

� 2xz + y :

a. (10) Poka�zite, da na neki okolii U to�ke (1; 1) obstaja funkije h : U ! R, taka

da je h(1; 1) = 1 in f(x; y; h(x; y)) = 0 za vse (x; y) 2 U . Poka�zite, da funkija

h na U nima lokalnih ekstremov.

Re�sitev: Uporabimo izrek o impliitni funkiji. Preverimo najprej f(1; 1; 1) = 0.

Izra�unamo

f

z

(x; y; z) = 3z

2

� 2x ;

torej je f

z

(1; 1; 1) = 1 6= 0. Izrek o impliitni funkiji nam zagotavlja obstoj

funkije h na neki okolii to�ke (1; 1).

Odvajamo enakost h

3

� 2xh + y = 0 parialno po y. Dobimo

3h

2

h

y

� 2xh

y

+ 1 = 0 :

V lokalnem ekstremu bi moralo biti h

y

(x; y) = 0, ker pa je izpolnjena zgornja

ena�ba, je to nemogo�e.

Oenjevanje:

{ Preverjanje f(1; 1; 1) = 0: 2 to�ki.

{ Preverjanje f

z

(1; 1; 1) 6= 0: 2 to�ki.

{ Citiranje izreka o impliitni funkiji: 2 to�ki.

{ Parialno odvajanje po y: 2 to�ki.

{ Sklep o lokalnih ekstremih: 2 to�ki.

b. (10) Na neki okolii V � U to�ke (1; 1) velja 3h

2

� 2x > 0. Poka�zite, da na V

velja

h

xx

+ h

yy

= �

6

3h

2

� 2x

�

h

2

x

+ h

2

y

�

+

4h

x

3h

2

� 2x

:

Namig: Odvajajte identiteto f(x; y; h(x; y)) = 0 parialno po x in po y.

Re�sitev: S parialnim odvajanjem dobimo, da na V velja

f

x

+ f

z

h

x

= 0 in f

y

+ f

z

h

y

= 0 :

Odvajamo �se enkrat in dobimo

f

xx

+ f

xz

h

x

+ (f

xz

+ f

zz

h

x

)h

x

+ f

z

h

xx

= 0

in

f

yy

+ f

yz

h

y

+ (f

yz

+ f

zz

h

y

)h

y

+ f

z

h

yy

= 0 :

Vedno v parialne odvode funkije f vstavljamo to�ko (x; y; h(x; y)). Opazimo,

da je, f

xx

= 0, f

xz

= �2, f

zz

= 6h, f

yy

= 0, f

yz

= 0 in f

z

= 3h

2

� 2x. Sledi

�2h

x

+ (�2 + 6hh

x

)h

x

+ (3h

2

� 2x)h

xx

= 0

2
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in

6hh

2

y

+ (3h

2

� 2x)h

yy

= 0 :

Se�stejemo in delimo z (3h

2

� 2x). Sledi, da je

h

xx

+ h

yy

=

1

3h

2

� 2x

�

4h

x

� 6hh

2

x

� 6hh

2

y

�

:

Oenjevanje:

{ Odvajanje po x: 2 to�ki

{ Odvajanje po y: 2 to�ki.

{ Ponovno odvajanje po x: 2 to�ki.

{ Ponovno odvajanje po y: 2 to�ki.

{ Pretvarjanje: 2 to�ki.

3
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2. (20) Naj bo 0 � a < 1 in naj bo K = f(x; y; z) : x

2

+y

2

+z

2

� 1g krogla s polmerom

R = 1 in sredi�s�em v izhodi�su. Funkija f : Knf(0; 0; a)g ! R naj bo dana z

f(x; y; z) =

1

p

x

2

+ y

2

+ (z � a)

2

�

p

x

2

+ y

2

+ z

2

p

x

2

+ y

2

+ (z � a(x

2

+ y

2

+ z

2

))

2

:

a. (10) Izra�unajte

I(a) =

Z

K

f(x; y; z) dx dy dz :

Namig: Pri integriranju po � lo�ite primera r � a in r > a. Vedno izberite

pozitivni koren.

Re�sitev: Uvedemo krogelne koordinate.

Z

2�

0

d�

Z

�

0

sin � d�

Z

1

0

r

2

�

1

p

r

2

� 2ar os � + a

2

�

r

p

r

2

� 2r

3

a os � + a

2

r

4

�

dr :

Izbrati moramo vrstni red integriranja. Integrirajmo najprej po �.

Z

�

0

sin � d�

p

r

2

� 2ar os � + a

2

=

1

ar

p

r

2

� 2ar os � + a

2

�

�

�

0

:

Pri vstavljanju mej moramo biti nekoliko previdni in vedno izbrati pozitivni koren.

Za r � a dobimo

1

ar

p

r

2

� 2ar os � + a

2

�

�

�

0

=

2

r

;

za r < a pa dobimo

1

ar

p

r

2

� 2ar os � + a

2

�

�

�

0

=

2

a

:

Naslednji korak je integriranje po r. Integral razbijemo na dva dela.

Z

1

a

r

2

2

r

dr = 1� a

2

in

Z

a

0

r

2

2

a

dr =

2a

2

3

:

Lotimo se �se drugega integrala v oklepaju. Kraj�samo z r in izpostavimo a

2

.

Integriramo najprej po �. Dobimo

1

a

Z

�

0

sin � d�

p

r

2

� 2r os �=a+ 1=a

2

:

Ker je vedno r < 1=a je rezultat integrala enak 2. Integriramo po r.

2

Z

1

0

r

2

dr =

2

3

:

4
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Sestavimo vse dele in dobimo

I(a) = 2�

�

1� a

2

+

2a

2

3

�

2

3

�

=

2�

3

(1� a

2

) :

Oenjevanje:

{ Ideja s krogelnimi koordinatami: 2 to�ki.

{ Pretvorba integrala in meje: 2 to�ki.

{ Fubini in izbira vrstnega reda: 2 to�ki.

{ Notranji integral: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte �se

J(a) =

Z

K

(x

2

+ y

2

+ z

2

)

�=2

f(x; y; z) dx dy dz

za � > 0.

Re�sitev: Podobno kot v a. delu naloge uvedemo krogelne koordinate in najprej

integriramo po �, potem pa �se po r. Dobimo integrala

Z

1

a

r

�

r

2

2

r

dr =

2

� + 2

(1� a

�+2

)

in

Z

a

0

r

�

r

2

2

a

dr =

2a

�+2

� + 3

:

Drugi integral je enak 2=(�+ 3). Sestavimo

J(a) =

4�

(� + 2)(�+ 3)

(1� a

�+3

) :

Oenjevanje:

{ Krogelne koordinate: 2 to�ki.

{ Meje in Fubini: 2 to�ki.

{ Notranji integral prvi�: 2 to�ki.

{ Notranji integral drugi�: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

5
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3. (20) Vektorsko polje naj bo dano z F = (x; xz; y). Naj bo � = f(x; y; z) : x �

0; y � 0; z � 0; x+ y + z � 1g piramida v prostoru.

a. (10) Zaklju�ena pot C naj gre po robovih piramide z za�etkom v (0; 0; 0). Po

vrsti so to�ke (0; 0; 0), (1; 0; 0), (0; 0; 1), (0; 1; 0) in spet (0; 0; 0). Izra�unajte

Z

C

F dr :

Re�sitev: Na pot \napnemo" ploskev, ki sestoji iz lia piramide v xz-ravnini in

lia piramide v yz-ravnini. V skladu s smerjo poti izberemo normalo na ploskev,

ki ka�ze iz piramide. Izra�unamo

rot(F) = (1� x; 0; z) :

Po Stokesovem izreku je krivljni integral enak ploskovnemu integralu rotorja po

izbrani ploskvi. Normala na lie v xz-ravnini je (0;�1; 0). Rotor je na tej ploskvi

pravokoten na normalo in je ploskovni integral enak 0. Normala na lie v yz-

ravnini je (�1; 0; 0), na tem liu pa je x = 0. Ploskovni integral je enak �1=2,

ker je plo�s�ina lia enaka 1=2.

Oenjevanje:

{ Ideja s Stokesom: 2 to�ki.

{ Izbira ploskve: 2 to�ki.

{ Izra�un rotorja: 2 to�ki.

{ Integrala po liih: 2 to�ki.

{ Krivuljni integral: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte �se pretok polja skozi del povr�sine piramide, ki je vsebovan v

koordinatnih ravninah. Za normalo izberite vedno vektor, ki ka�ze iz piramide.

Re�sitev: Izra�unamo div(F) = 1. Po Gaussovem izreku je pretok skozi �� enak

1=6, ker je 1=6 prostornina piramide Od�steti moramo pretoke skozi lie, ki ni

vsebovano v koordinatnih ravninah. Ta del je graf funkije f(x; y) = 1 � x � y

nad trikotnikom T = f(x; y) : x � 0; y � 0; x+y � 1g. Po formuli je pretok enak

Z

T

(�f

x

F

1

� f

y

F

2

+ F

3

) dx dy =

Z

T

(x+ x(1� x� y) + y) dx dy

=

Z

1

0

dx

Z

1�x

0

(2x� x

2

+ y(1� x)) dy

=

Z

1

0

�

(2x� x

2

)(1� x) +

1

2

(1� x)

3

�

dx

=

3

8

:

Iskani pretok je 1=6� 3=8 = �5=24.

Oenjevanje:

6
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{ Ideja z Gaussom: 2 to�ki.

{ Divergena: 2 to�ki.

{ Formula za integral po grafu: 2 to�ki.

{ Vstavljanje: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

7
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4. (20) V rezervar priteka voda s pretokom � in konentraijo soli enako b. Iz rezervarja

odteka voda s pretokom �. V trenutku t = 0 je v rezervarju V

0

vode, v kateri ni soli,

tako da je konentraija enaka 0. Volumen vode v �asu t je V

0

+(���)t. Predpostavite,

da je � > � > 0. Ozna�ite s q(t) koli�ino soli v rezervarju v trenutku t. Za q velja

ena�ba

_q +

�q

V

0

+ (� � �)t

= �b :

a. (10) Poi�s�ite splo�sno re�sitev ena�be.

Re�sitev: Gre za linerno diferenialno ena�bo prvega reda. Najprej poi�s�emo

re�sitev homogenega dela. Prepi�semo

_q

h

q

h

= �

�

V

0

+ (� � �)t

:

Integriramo in dobimo

log(q

h

) = �

�

(� � �)

log

�

V

0

+ (� � �)t

�

:

Sledi

q

h

(t) =

�

V

0

+ (� � �)t

�

��=(���)

:

Partikularno re�sitev i�s�emo z nastavkom q

p

(t) = (t)q

h

(t). Veljati mora

_ =

�b

q

h

= �b

�

V

0

+ (� � �)t

�

�=(���)

:

Z integriranjem dobimo

(t) =

�b

�

�

���

+ 1

�

�

1

(� � �)

�

V

0

+ (� � �)t

�

�=(���)+1

:

Partikularna re�sitev bo

q

p

(t) = (t)q

h

(t) = b

�

V

0

+ (� � �)t

�

:

Splo�sno re�sitev dobimo kot

q(t) = b

�

V

0

+ (� � �)t

�

+ 

�

V

0

+ (� � �)t

�

��=(���)

za neko konstanto .

Oenjevanje:

{ Re�sitev homogene ena�be: 2 to�ki.

{ Nastavek za partikularno re�sitev: 2 to�ki.

{ Integriranje: 2 to�ki.

{ Partikularna re�sitev: 2 to�ki.

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�ki.

8
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b. (10) V trenutku t

0

= V

0

=(� � �) bo rezervar prazen. Kolik�sna je konentraija

soli tik pred trenutkom t

0

?

Re�sitev: Iz besedila naloge sledi, da je q(0) = 0. Za konstanto  v splo�sni re�sitvi

mora veljati

q(0) = 0 = bV

0

+ V

��=(���)

0

:

Sledi, da je

 = �bV

�=(���)+1

0

= �bV

�

���

0

torej je re�sitev, ki ustreza za�etnemu pogoju enaka

q(t) = b

��

V

0

+ (� � �)t

�

� V

�

���

0

�

V

0

+ (� � �)t

�

��=(���)

�

:

Ozna�imo s k(t) konentraijo soli v trenutku t. Velja

k(t) =

q(t)

V

0

+ (� � �)t

:

Vstavimo t

0

in dobimo

k(t

0

) = b :

Oenjevanje:

{ Ena�ba za konstanto : 2 to�ki.

{ Konstanta : 2 to�ki.

{ Funkija k(t): 2 to�ki.

{ Ideja z vstavljanjem t

0

: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

9
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5. (20) Funkija y naj ustreza sistemu diferenialnih ena�b

_
y =

�

0 1

�a �2b

�

y ;

kjer sta a > 0 in b > 0 dani konstanti. Predpostavite, da je b

2

� a = �

2

< 0.

a. (10) Poi�s�ite linearno neodvisni re�sitvi zgornjega sistema ena�b.

Re�sitev: Izra�unamo najprej karakteristi�ni polinom. Dobimo

P (�) = �

2

+ 2b�+ a :

Re�sitvi sta

�

1;2

=

�2b�

p

4b

2

� 4a

2

= �b� i :

Dobimo konjugirano kompleksni ni�li. Poi�s�imo �se lastni vektor z. Veljati mora

�

b� i 1

�a �b� i

�

z = 0 :

Sledi

z =

�

�1

b� i

�

:

Linearno neodvisni re�sitvi dobimo kot realni in imaginarni del produkta

z = e

�bt

�

� os(t)� i sin(t)

b os(t) +  sin(t) + i(� os(t) + b sin(t)

�

:

Oenjevanje:

{ Karakteristi�ni polinom: 2 to�ki.

{ Lastne vrednosti in lastni vektor: 2 to�ki.

{ Nastavek za re�sitvi: 2 to�ki.

{ Lo�itev realnega in imaginarnega dela: 2 to�ki.

{ Linearno neodvisni re�sitvi: 2 to�ki.

b. (10) Re�site �se nehomogeno ena�bo

_
y =

�

0 1

�a �2b

�

y +

�

0

1

�

pri za�etnem pogoju y(0) = 0.

Re�sitev: Potrebujemo partikularno re�sitev. Ker je na desni strani konstanten

vektor, bo tudi partikularna re�sitev konstantni vektor x, ki ustreza ena�bi

�

0 1

�a �2b

�

x = �

�

0

1

�

:

10
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Ena�ba ima re�sitev x = (1=a; 0). Splo�sna re�sitev bo oblike

y =

�

1

a

0

�

+Y � 

za nek vektor . Za�etni pogoj zahteva  = �(1=a; 0).

Oenjevanje:

{ Ideja, da je partikularna re�sitev konstanta: 2 to�ki.

{ Nastavek: 2 to�ki.

{ Partikularna re�sitev: 2 to�ki.

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�ki.

{ Kon�na re�sitev: 2 to�ki.

11
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6. (20) Staionarni tok nestisljivega viskoznega uida med dvema vzporednima okro-

glima evema s premeroma R

1

< R

2

z osjo simetrije v smeri osi x naj bo opisan s

poljem v = (v; 0; 0), pri �emer je zaradi simetrije komponenta v odvisna le od razdalje

r =

p

y

2

+ z

2

od skupne osi obeh evi, torej v(x; y; z) = v(r). Polje v mora ustrezati

Navier-Stokesovim ena�bam

�rv � v = �rp + ��v

z robnimi pogoji v(R

1

) = v(R

2

) = 0 (na stenah je hitrost enaka 0).

a. (10) Izra�unajte rv � v. Poka�zite, da je �v = (v

00

(r) +

1

r

v

0

(r); 0; 0). Izpeljite,

da je v primeru, ko je tlak odvisen le od x, torej p(x; y; z) = p(x), zado�s�eno

Navier-Stokesovim ena�bam, �e velja

0 = �p

0

(x) + �(v

00

(r) +

1

r

v

0

(r)) :

Re�sitev: Matrika rv ima od ni� razli�ne elemente le v prvi vrstii. Ozna�imo

odvod funkije v(r) po spremenljivki r =

p

y

2

+ z

2

z v

0

(r). S parialnim odva-

janjem dobimo

rv =

0

�

0 v

0

(r)

y

r

v

0

(r)

z

r

0 0 0

0 0 0

1

A

:

Sledi rv � v = 0. S ponovnim parialnim odvajanjem dobimo, da je

�

2

v

�y

2

(x; y; z) = v

00

(r)

y

2

r

2

+ v

0

(r)

z

2

r

3

:

Na povsem podoben na�in izra�unamo �se drugi parialni odvod v po z. Se�stejemo

in dobimo

�v(x; y; z) = v

00

(r) +

1

r

v

0

(r) :

Sledi

�v =

0

�

v

00

(r) +

1

r

v

0

(r)

0

0

1

A

:

Opazimo, da je rp(x; y; z) = (p

0

(x); 0; 0). Ena�bo, ki ji mora ustrezati funkija

v, dobimo z vstavljanjem v Navier-Stokesove ena�be in primerjanjem prvih kom-

ponent.

Oenjevanje:

{ De�niija rv: 2 to�ki.

{ Parialno odvajanje in mno�zenje: 2 to�ki.

{ Drugi parialni odvod v: 2 to�ki.

{ Se�stevanje in Laplae: 2 to�ki.

{ Vstavljanje v ena�be: 2 to�ki.

12
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b. (10) Iz Navier-Stokesovih ena�b sledi, da za tlak velja rp(x; y; z) = (p

0

; 0; 0) za

neko konstanto p

0

. Poka�zite, da polje v = (v; 0; 0) z

v(r) =

p

0

4�

�

r

2

� R

2

2

+

R

2

1

�R

2

2

log(R

2

=R

1

)

log(r=R

2

)

�

ustreza Navier-Stokesovim ena�bam, vklju�no z robnimi pogoji.

Re�sitev: Preverimo najprej robne pogoje. Z vstavljenjem r = R

2

takoj sledi

v(R

2

) = 0. Vstavimo r = R

1

. Dobimo

v(R

1

) =

p

0

�

�

R

2

1

� R

2

2

+

R

2

1

�R

2

2

log(R

2

=R

1

)

log(R

1

=R

2

)

�

=

p

0

�

(R

2

1

� R

2

2

� (R

2

1

�R

2

2

))

= 0 :

V delu a. naloge smo ugotovili, da bo zado�s�eno Navier-Stokesovim ena�bam, �e

bo

0 = �p

0

+ �(v

00

(r) +

1

r

v

0

(r)) :

Odvajamo in dobimo

v

0

(r) =

2p

0

4�

(r +

R

2

1

�R

2

2

log(R

2

=R

1

)

1

r

)

in

v

00

(r) =

2p

0

4�

(1�

R

2

1

�R

2

2

log(R

2

=R

1

)

1

r

2

) :

Se�stejemo in dobimo

v

00

(r) +

1

r

v

0

(r) =

p

0

�

:

Sledi

0 = �p

0

+ ��v :

Oenjevanje:

{ Robni pogoj za R

2

: 2 to�ki.

{ Robni pogoj za R

1

: 2 to�ki.

{ Izra�un v

0

: 2 to�ki.

{ Izra�un v

00

: 2 to�ki.

{ Vstavljanje in preverjanje: 2 to�ki.

13


