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1. (20) Naj bosta U; V � R

2

odprti mno�zici v ravnini. Naj bo f : V ! R dvakrat

zvezno parcialno odvedljiva. Naj bosta u; v : U ! R dvakrat zvezno odvedljivi funkciji,

za kateri veljajo ena�cbe

u

x

= v

y

in u

y

= �v

x

;

ter

u

2

x

+ u

2

y

= 1 in v

2

x

+ v

2

y

= 1 :

a. (10) Poka�zite, da na U velja u

xx

+ u

yy

= 0 in v

xx

+ v

yy

= 0.

Re�sitev: Iz predpostavk sledi, da je u

xx

= v

xy

in u

yy

= �v

yx

. Ker je v dvakrat

zvezno odvedljiva je v

xy

= v

yx

, zato je u

xx

= �u

yy

, kar smo �zeleli pokazati.

Podobno ra�cunamo za v.

Ocenjevanje:

{ Ideja: 2 to�cki.

{ Prvo parcialno odvajanje: 2 to�cki.

{ Drugo parcialno odvajanje: 2 to�cki.

{ Opa�zanje, da je v

xy

= v

yx

: 2 to�cki.

{ Sklepa: 2 to�cki.

b. (10) De�nirajte funkcijo F : U ! R s predpisom

F (x; y) = f(u(x; y); v(x; y)) :

Ozna�cite (u; v) = (u(x; y); v(x; y)). Poka�zite, da velja

f

uu

(u; v) + f

vv

(u; v) = F

xx

(x; y) + F

yy

(x; y) :

Namig: Uporabite a., tudi �ce ne znate pokazati.

Re�sitev: Ra�cunamo

F

x

= f

u

u

x

+ f

v

v

x

in

F

xx

= (f

uu

u

x

+ f

uv

v

x

)u

x

+ f

u

u

xx

+ (f

uv

u

x

+ f

vv

v

x

)v

x

+ f

v

v

xx

:

Podobno dobimo

F

yy

= (f

uu

u

y

+ f

uv

v

y

)u

y

+ f

u

u

yy

+ (f

uv

u

y

+ f

vv

v

y

)v

y

+ f

v

v

yy

:

�

Ce izpostavimo f

uu

ali f

vv

, dobimo, upo�stevajo�c predpostavke, koe�cient 1.

�

Ce

izpostavimo f

uv

, dobimo koe�cient 0. V a. smo pokazali, da je u

xx

+ u

yy

= 0 in

v

xx

+ v

yy

= 0.

Ocenjevanje:

{ Prvo parcialno odvajanje: 2 to�cki.

{ Drugo parcialno odvajanje: 2 to�cki.

{ Prvo parcialno odvajanje: 2 to�cki.

{ Drugo parcialno odvajanje: 2 to�cki.

{ Izpostavljanje �clenov in sklep: 2 to�cki.
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2. (20) Na sliki 1 je valj, ki so ga pretepli v baru Trda pest. V cilindri�cnih koordinatah

je pretepeni valj dan s

H = f(r; �; z) : 0 � r � (1 + a sin 6�)(1 + b sin 3z); 0 � � � 2�; 0 � z � 2�g ;

kjer je 0 < a; b < 1.

−2

−1

0

1

2

−2

−1

0

1

2
0

0.5

1

1.5

2

x

Pretepen valj

y

z

Sl. 1 Pretepeni valj.

a. (10) Izra�cunajte prostornino pretepenega valja.

Re�sitev: Ozna�cimo prostornino z V . Ra�cunamo v cilindri�cnih koordinatah.

V =

Z

H

r dr d� dz

=

Z

2�

0

dz

Z

2�

0

d�

Z

(1+a sin 6�)(1+b sin 3z)

0

r dr

=

1

2

Z

2�

0

(1 + b sin 3z)

2

dz

Z

2�

0

(1 + a sin 6�)

2

d�

=

1

2

Z

2�

0

(1 + 2a sin 3z + a

2

sin

2

3z) dz

Z

2�

0

(1 + 2b sin 6�+ b

2

sin

2

6�) d�

=

�

2

2

(2 + a

2

)(2 + a

2

) :

Ocenjevanje:

{ Meje v cilindri�cnih koordinatah: 2 to�cki.

{ Jacobian: 2 to�cki.

{ Fubini: 2 to�cki.

{ Integriranje: 2 to�cki.

{ Prostornina: 2 to�cki.

b. (10) Izra�cunajte �se plo�s�cino zgornje ploskve valja.
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Re�sitev: Ozna�cimo plo�s�cino s P . Ra�cunamo v polarnih koordinatah.

P =

Z

2�

0

d�

Z

1+a sin 6�

0

r dr

=

1

2

Z

2�

0

(1 + a sin 6�)

2

d�

=

1

2

Z

2�

0

(1 + 2a sin 6�+ a

2

sin

2

6�) d�

=

1

2

(2� + a

2

�)

=

�

2

(2 + a

2

) :

Ocenjevanje:

{ Ideja s polarnimi koordinatami: 2 to�cki.

{ Meje: 2 to�cki.

{ Jacobian: 2 to�cki.

{ Fubini: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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3. (20) Naj bo � : R ! R zvezno odvedljiva. Vektorsko polje naj bo de�nirano s

predpisom F = (y�(z); x�(z); �(z)).

0

1

2

3

4

0

1

2

3

4

5

6
0

1

2

3

4

5

x

Del povrsine kvadra [a,a+h]x[b,b+k]x[c,c+l]

y

z

Sl. 2 Del povr�sine kvadra Q.

a. (10) Naj bo Q = [a; a+ h]� [b; b+ k]� [c; c+ l] kvader v prostoru. Poka�zite, da

je pretok vektorskega polja skozi povr�sino kvadra enak hk(�(c + l) � �(c)). Za

normalo izberite vektor, ki ka�ze iz kvadra.

Re�sitev: Uporabimo Gaussov izrek. Najprej opazimo, da je div(F) = �

0

(z).

Ra�cunamo

Z

@Q

F dS =

Z

Q

div(F) dx dy dz

=

Z

a+h

a

dx

Z

b+k

b

dy

Z

c+l

c

�

0

(z) dz

= hk�(z)

�

�

�

c+l

c

= hk(�(c+ l)� �(c)) :

Ocenjevanje:

{ Ideja uporabiti Gaussa: 2 to�cki.

{ Divergenca: 2 to�cki.

{ Meje integrala: 2 to�cki.

{ Fubini: 2 to�cki.

{ Newton-Leibniz in rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Naj bo S ploskev na sliki 2 sestavljena iz dveh ploskev kvadra Q vzporednih

osi z. Ena od stranskih ploskev je tista, za katero je y = b, druga pa tista, za

katero je x = a + h. Izra�cunajte

Z

@S

F dr :
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Za normalo izberite vektor, ki ka�ze iz kvadra, rob ploskve pa orientirajte skladno

z izbiro normale.

Re�sitev: Uporabili bomo Stokesov izrek. Izra�cunamo rot(F) = (��

0

(z)x; �

0

(z)y; 0).

Ra�cunamo

Z

@S

F dr =

Z

S

rot(F) dS

= �

Z

[a;a+h]�[c;c+l]

�

0

(z)b dx dz �

Z

[b;b+k]�[c;c+l]

�

0

(z)(a + h) dy dz

= �bh(�(c+ l)� �(c))� (a+ h)k(�(c+ l)� �(c))

= �(�(c+ l)� �(c))((a+ h)k + bh) :

Ocenjevanje:

{ Ideja s Stokesovim izrekom: 2 to�cki.

{ Rotor: 2 to�cki.

{ Integral, meje za prvo ploskev: 2 to�cki.

{ Integral, meje za drugo ploskev: 2 to�cki.

{ Fubini, Newton-Leibniz, rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Telo vr�zemo navpi�cno navzgor s povr�sja zemlje. Ozna�cimo hitrost telesa v

trenutku t z v(t). Ko bo telo za�celo padati nazaj proti zemlji, bo hitrost negativna.

Ob upo�stevanju zra�cnega upora, bo hitrost telesa opisovala diferencialna ena�cba

m _v = �mg � kv ;

kjer je m masa telesa, g zemeljski pospe�sek in k konstanta.

a. (10) Poi�s�cite re�sitev ena�cbe, ki ustreza za�cetnemu pogoju v(0) = v

0

> 0.

Re�sitev: Ena�cba je nehomogena linearna prvega reda. Homogena re�sitev je v(t) =

e

�kt=m

. Za nehomogeno ena�cbo poskusimo s konstanto. Hitro se prepri�camo, da

je konstanta �mg=k partikularna re�sitev ena�cbe. Splo�sna re�sitev bo torej

v(t) = �

mg

k

+ ce

�kt=m

za neko konstanto c. Ustre�ci moramo �se za�cetnemu pogoju, torej

v

0

= v(0) = �

mg

k

+ c :

Sledi

v(t) = v

0

e

�kt=m

�

mg

k

(1� e

�kt=m

) :

Ocenjevanje:

{ Homogeni del: 2 to�cki.

{ Partikularna re�sitev: 2 to�cki.

{ Upo�stevanje za�cetnega pogoja: 2 to�cki.

{ Konstanta: 2 to�cki.

{ Re�sitev: 2 to�cki.

b. (10) Kako visoko bo telo, ko bo doseglo najvi�sjo to�cko svoje trajektorije?

Namig: V trenutku t bo telo na vi�sini

R

t

0

v(s) ds. Kolik�sna bo v tistem trenutku

histrost telesa?

Re�sitev: Ozna�cimo z x(t) oddaljenost telesa od povr�sja zemlje v trenutku t � 0.

Ker poznamo hitrost telesa, lahko zapi�semo

x(t) =

Z

t

0

v(s) ds

=

Z

t

0

�

v

0

e

�ks=m

�

mg

k

(1� e

�ks=m

)

�

ds

=

v

0

m

k

(1� e

�kt=m

)�

mg

k

(t�

m

k

(1� e

�kt=m

))

=

kmv

0

+mg

k

2

(1� e

�kt=m

)�

mgt

k

:
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Ozna�cimo trenutek, ko bo telo najvi�sje, s t

0

. Hitrost v tem trenutku bo enaka 0,

torej mora veljati

0 = v

0

e

�kt

0

=m

0

�

mg

k

(1� e

�kt

0

=m

) :

Sledi

e

�kt

0

=m

(v

0

+

mg

k

) =

mg

k

ali

t

0

=

m

k

log

 

v

0

k +mg

mg

!

:

Najvi�sja to�cka bo torej

kmv

0

+mg

k

2

(1� e

�kt

0

=m

)�

mgt

0

k

=

mv

0

k

�

m

2

g

k

2

log

 

v

0

k +mg

mg

!

:

Ocenjevanje:

{ Integriranje: 2 to�cki.

{ Ena�cba za t

0

: 2 to�cki.

{ t

0

: 2 to�cki.

{ Ideja z vstavljanjem t

0

: 2 to�cki.

{ Najve�cja vi�sina: 2 to�cki.

8



Matematika 2, 2000/2001, M. Perman, D. Rupnik Poklukar

5. (20) Sistem diferencialnih ena�cb naj bo dan z

_
y =

 

a �b

b a

!

y + z :

a. (10) Poi�s�cite fundamentalno matriko re�sitev homogenega sistema.

Re�sitev: Karakteristi�cni polinom matrike sistema je enak P (�) = �

2

�2a�+a

2

+

b

2

z ni�clama a+ ib in a� ib. Potrebujemo le lastni vektor, ki pripada prvi ni�cli.

Zlahka se prepri�camo, da je to vektor x = (1;�i). Linearno neodvisni re�sitvi

preberemo kot

y

1

(t) = e

at

 

cos bt

sin bt

!

in y

2

(t) = e

at

 

sin bt

� cos bt

!

:

�

Ce drugi re�sitvi spremenimo predznak, ti linearno neodvisni re�sitvi �ze zado�s�cata

zahtevam za stolpce fundamentalne matrike re�sitev. Sledi

Y(t) = e

at

 

cos bt � sin bt

sin bt cos bt

!

:

Ocenjevanje:

{ Karakteristi�cni polinom: 2 to�cki.

{ Ni�cla in lastni vektor: 2 to�cki.

{ Prva re�sitev: 2 to�cki.

{ Linearno neodvisna re�sitev: 2 to�cki.

{ Fundamentalna matrika re�sitev: 2 to�cki.

b. (10) Naj bo z(t) = �a(cos bt; sin bt). Poi�s�cite re�sitev nehomogene ena�cbe pri

za�cetnem pogoju y(0) = (1; 0).

Re�sitev: Partikularno re�sitev dobimo po formuli

y

p

(t) =

Z

t

0

Y(t� s) z(s) ds

= �a

Z

t

0

e

a(t�s)

 

cos bt � sin bt

sin bt cos bt

!  

cos bt

sin bt

!

ds

= �a

Z

t

0

e

a(t�s)

 

cos b(t� s) cos bs� sin b(t� s) sin bs

sin b(t� s) cos bs+ cos b(t� s) sin bs

!

ds

=

 

cos bt

sin bt

!

Z

s

0

(�a)e

a(t�s)

ds

=

 

cos bt

sin bt

!

(1� e

at

) :
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Zadostiti moramo �se za�cetnemu pogoju. Hitro vidimo, da lahko pri�stejemo kar

prvi stolpec fundamentalne matrike resitev. Iskana re�sitev je torej

y(t) =

 

cos bt

sin bt

!

:

Ocenjevanje:

{ Formula za partikularno re�sitev: 2 to�cki.

{ Vstavljanje: 2 to�cki.

{ Poenostavljanje �clenov in integriranje: 2 to�cki.

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�cki.

{ Upo�stevanje za�cetnega pogoja: 2 to�cki.
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6. (20) Motorju mopeda njegov cilinder vsiljuje nihanje, ki ga v prvem pribli�zku

opisuje diferencialna ena�cba

�x+ 2d _x+ k

2

x = �!

2

(cos!t+

1

4

cos 2!t) :

Pri tem je ! = 2�n, kjer je n �stevilo obratov na sekundo in k = 4d in d > 0. Funkcija

x(t) je ustrezno merjeni odmik od ravnovesnega stanja.

a. (10) Poi�s�cite partikularno re�sitev zgornje ena�cbe.

Re�sitev: Najprej najdemo ni�cle karakteristi�cnega polinoma. Dobimo

P (�) = �

2

+ 2d�+ 16d

2

z ni�clama �d � id

p

15. Nehomogeno ena�cbo re�sujemo posebej za vsak �clen na

desni. Najprej nadomestimo desno stran z �!

2

e

i!t

in re�sitev i�s�cemo z nastavkom

A

1

e

i!t

. Dobimo

�A

1

!

2

e

i!t

+ 2di!A

1

e

i!t

+ k

2

A

1

e

i!t

= �!

2

e

i!t

:

Kraj�samo in dobimo

A

1

(�!

2

+ 2di! + k

2

) = �!

2

ali

A

1

=

�!

2

(k

2

� !

2

� 2di!)

(�!

2

+ k

2

)

2

+ 4d

2

!

2

:

Podobno postopamo z drugim �clenom na desni. Ra�cunamo z nastavkom A

2

e

2i!t

.

Dobimo ena�cbo

�4A

2

!

2

+ 4A

2

id+ A

2

k

2

=

1

4

�!

2

;

torej

A

2

=

�!

2

(�4!

2

+ k

2

� 4id)

4[(�4!

2

+ k

2

)

2

+ 16d

2

]

:

Partikularna re�sitev je realni del produkta A

1

e

i!t

+ A

2

e

2i!t

, torej

x

p

= �!

2

 

(k

2

� !

2

) cos!t+ 2d! sin!t

(�!

2

+ k

2

)

2

+ 4d

2

!

2

+

(k

2

� 4!

2

) cos 2!t+ 4d! sin 2!t

4[(�4!

2

+ k

2

)

2

+ 16d

2

!

2

]

!

:

Ocenjevanje:

{ Karakteristi�cni polinom: 2 to�cki.

{ Nastavek za prvi �clen: 2 to�cki.

{ Nastavek za drugi �clen: 2 to�cki.

{ Prvi �clen: 2 to�cki.

{ Drugi �clen: 2 to�cki.
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b. (10) Poi�s�cite re�sitev ena�cbe pri za�cetnem pogoju x(0) = _x(0) = 0.

Namig: Ra�cunajte s kompleksnimi �stevili.

Re�sitev: Ozna�cimo  = �d+id

p

15. Splo�sna re�sitev ena�cbe bo realni del funkcije

x(t) = A

1

e

i!t

+ A

2

e

2i!t

+ c

1

e

t

+ c

2

e

�t

:

�

Ce �zelimo zadostiti za�cetnim pogojem, mora veljati

x(0) = A

1

+ A

2

+ c

1

+ c

2

= 0

in

_x(0) = !A

1

+ 2!A

2

+ c

1

 + c

2

� = 0 :

Pomno�zimo prvo ena�cbo z  in jo od�stejmo od druge. Sledi

A

1

(! � ) + A

2

(2! � )� 2id

p

15c

2

= 0

torej

c

2

=

A

1

(! � ) + A

2

(2! � )

2id

p

15

:

Podobno dobimo

c

1

= �

A

1

(! � �) + A

2

(2! � �)

2id

p

15

:

Ocenjevanje:

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�cki.

{ Vrednost x

p

(0) in _x

p

(0): 2 to�cki.

{ Ena�cbi za koe�ciente: 2 to�cki.

{ c

1

: 2 to�cki.

{ c

2

: 2 to�cki.
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