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1. (20) Za poljubna dana (x; y) 2 R

2

ima ena�ba z

3

+ z + xy = 1 natanko eno re�sitev

z = g(x; y), tako da velja

g(x; y)

3

+ g(x; y) + xy = 1 :

a. (10) Poka�zite, da je funkija g v vsaki to�ki (x; y) 2 R

2

parialno odvedljiva in

poka�zite, da je

g

x

(x; y) = �

y

3g(x; y)

2

+ 1

in g

y

(x; y) = �

x

3g(x; y)

2

+ 1

:

Re�sitev: Ozna�imo f(x; y; z) = z

3

+ z + xy � 1. Vedno velja, da je f

z

(x; y; z) =

3z

2

+1 > 0.

�

Ce je za (x; y) 2 R

2

to�ka z = g(x; y) taka, da je f(x; y; g(x; y)) = 0,

nam izrek o impliitni funkiji zagotavlja, da obstaja na neki okolii U to�ke (x; y)

taka zvezno parialno odvedljiva funkija g : U ! R, da velja

f(x; y; g(x; y)) = 0 :

Ker pa je g(x; y) natanko dolo�ena, sledi da je g(x; y) kar enaka impliitni

funkiji in zato zvezno parialno odvedljiva.

Po formuli je

g

x

(x; y) = �

f

x

(x; y; g(x; y))

f

z

(x; y; g(x; y))

in g

y

(x; y) = �

f

y

(x; y; g(x; y))

f

z

(x; y; g(x; y))

:

Vstavimo in dobimo

g

x

(x; y) = �

y

3g(x; y)

2

+ 1

in g

y

(x; y) = �

x

3g(x; y)

2

+ 1

:

Oenjevanje:

{ Formulaija z impliitni funkijo: 2 to�ki.

{ Preverjanje predpostavk izreka o impliitni funkiji: 2 to�ki.

{ Sklep, da je funkija parialno odvedljiva: 2 to�ki.

{ Formuli za parialne odvode: 2 to�ki.

{ Vstavljanje: 2 to�ki.

b. (10) Poi�s�ite staionarne to�ke funkije g in ugotovite ali gre za lokalni maksimum

ali lokalni minimum.

Re�sitev: O�itna staionarna to�ka je (0; 0). Ozna�imo z

0

= g(0; 0). Potrebujemo

odvode g

xx

(0; 0), g

xy

(0; 0) in g

yy

(0; 0). Odvajamo identiteto f(x; y; g(x; y)) = 0

parialno po x. Dobimo

3g

2

g

x

+ g

x

+ y = 0 :

Odvajamo �se enkrat po x in dobimo

6gg

2

x

+ 3g

2

g

xx

+ g

xx

= 0 :

2
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Sledi

g

xx

(0; 0) = 0 :

Povsem podobno dobimo

g

yy

(0; 0) = 0 :

Z odvajanjem po y sledi �se

6gg

y

g

x

+ 3g

2

g

xy

+ g

xy

+ 1 = 0 ;

torej

g

xy

(0; 0) = �

1

3z

2

0

+ 1

:

Sledi

Hg(0; 0) =

 

0 �

1

3z

2

0

+1

�

1

3z

2

0

+1

0

!

:

Hessova matrika ni niti pozitivno niti negativno de�nitna. Na podlagi tega ne

moremo sklepati, ali gre za lokalni maksimum ali lokalni minimum.

Za zabavo:

z

0

= �

 

2

3

�

9 +

p

93

�

!

1

3

+

�

9+

p

93

2

�

1

3

3

2

3

:

Oenjevanje:

{ Staionarna to�ka: 2 to�ki.

{ Ideja, da je potrebno izra�unati Hessovo matriko: 2 to�ki.

{ Formule za druge odvode: 2 to�ki.

{ Dejanski drugi odvodi: 2 to�ki.

{ Sklep o staionarni to�ki: 2 to�ki.

3
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2. (20) Naj bo temperatura v to�ki (x; y; z) v prostoru R

3

v trenutku t = 0 dana s

funkijo T (x; y; z; 0). Temperatura v to�ki (a; b; ) v trenutku t je dana z integralom

T (a; b; ; t) =

1

(4�t)

3=2

Z

R

3

T (x; y; z; 0) e

�

1

4t

((x�a)

2

+(y�b)

2

+(z�)

2

)

dx dy dz :

Kot znano privzemite, da je za poljubna � in � > 0

Z

1

�1

e

�

1

4�

2

(u��)

2

du =

p

4� � :

a. (10) Naj bo za�etna temperatura dana z

T (x; y; z; 0) =

1

(4�)

3=2

e

�

1

4

(x

2

+y

2

+z

2

)

:

Izra�unajte temperaturo v to�ki (a; b; ) v trenutku t.

Namig: Preverite, da je

x

2

4

+

(x� a)

2

4t

=

�

x�

a

1+t

�

2

4

�

t

1+t

�

+

a

2

4(1 + t)

:

Re�sitev: Ra�unamo

T (a; b; ; t) =

=

1

(16�

2

t)

3=2

Z

R

3

T (x; y; z; 0) e

�

1

4t

((x�a)

2

+(y�b)

2

+(z�)

2

)

dx dy dz

=

1

(16�

2

t)

3=2

Z

1

�1

e

�

x

2

4

�

(x�a)

2

4t

dx

Z

1

�1

e

�

y

2

4

�

(y�b)

2

4t

dy

Z

1

�1

e

�

z

2

4

�

(z�)

2

4t

dz :

Izra�unati je potrebno �se posamezne integrale. Prepi�semo

Z

1

�1

e

�

x

2

4

�

(x�a)

2

4t

dx

=

Z

1

�1

e

�

(

x�

a

1+t

)

2

4

(

t

1+t

)

�

a

2

4(1+t)

dx

= e

�

a

2

4(1+t)

Z

1

�1

e

�

(

x�

a

1+t

)

2

4

(

t

1+t

)

dx

=

p

4�

r

t

1 + t

e

�

a

2

4(1+t)

Namig!

Sledi

T (a; b; ; t) =

1

(4�(1 + t))

3=2

e

�

a

2

+b

2

+

2

4(1+t)

:

Oenjevanje:

4
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{ Vstavljanje T (x; y; z; 0): 2 to�ki.

{ Fubini: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje namiga: 2 to�ki.

{ Notranji integrali: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Predpostavite, da je v trenutku t = 0 temperatura konstantna in enaka

T

0

na neskon�nem valju z osjo enako osi z in polmerom R, sier pa 0. Bolj

matemati�no je

T (x; y; z; 0) =

�

T

0

; �e je x

2

+ y

2

� R

2

0 sier.

Izra�unajte temperaturo T (0; 0; ; t).

Re�sitev: Ra�unamo s pomo�jo ilindri�nih koordinat.

T (0; 0; ; t) =

=

1

(4�t)

3=2

Z

R

3

T (x; y; z; 0) e

�

1

4t

(x

2

+y

2

+(z�)

2

)

dx dy dz

=

T

0

(4�t)

3=2

Z

2�

0

d�

Z

R

0

re

�

r

2

4t

dr

Z

1

�1

e

�

(z�)

2

4t

dz

=

2�T

0

(4�t)

3=2

� 2t

�

1� e

�

R

2

4t

�

�

p

4�t

= T

0

�

1� e

�

R

2

4t

�

:

Oenjevanje:

{ Ideja s ilindri�nimi koordinatami: 2 to�ki.

{ Jaobijeva determinanta in meje: 2 to�ki.

{ Prvi nortanji integral: 2 to�ki.

{ Drugi notranji integral: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

5
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3. (20) Ploskev S naj bo evasta kot na sliki 1. Rob ploskve tvorita sklenjeni krivulji C

1

in C

2

. Privzemite, da sta krivulji orientirani \vzporedno", tako da ju \prete�emo" v isti

smeri. V prostoru naj bo dano vektorsko polje F. Ozna�ite � = rot(F). Predpostavite,

da je polje � vedno vzporedno ploskvi S, torej velja � � n = 0 v vsaki to�ki ploskve S,

kjer n ozna�uje normalo na ploskev.

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−2

0

2

4
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

x

Cevasta ploskev

y

z

C
1
 

C
2
 

Sl. 1 Cevasta ploskev v prostoru.

a. (10) Utemeljite, da je

Z

C

1

F dr =

Z

C

2

F dr :

Re�sitev: Cev lahko \zapremo", tako da na krivulji C

1

in C

2

napnemo poljubni

ploskvi. Tako dobimo zaklju�eno ploskev. Vemo, da je div(�) = 0, ker je di-

vergena rotorja vedno enaka 0. Po zaklju�ni ploskvi je zato ploskovni integral

rotorja enak 0. Poleg tega je ploskovni integral rotorja enak 0 tudi po ploskvi S,

saj je povsod vzporeden s ploskvijo. Sledi, da je del integrala po dodanih ploskvah

enaka 0, pri �emer normalo na ploskev izberemo tako, da ka�ze iz telesa, ki ga

omejuje zaklju�ena ploskev.

�

Ce obrnemo eno od normal na dodanih ploskvah iz

zgornjega sledi, da sta ploskovna integrala polja � s tako izbranimi normalami

enaka.

Po drugi strani pa nam Stokesov integral pove, da sta krivuljna integrala polja F

enaka ploskovnima integraloma polja � po dodanih ploskvah. Krivuljna integrala

sta enaka.

Oenjevanje:

{ Zapiranje ploskve: 2 to�ki.

{ Divergena in Gauss: 2 to�ki.

{ Integral po S: 2 to�ki.

{ Sklep o enakosti ploskvnih integralov: 2 to�ki.

{ Stokes in kon�ni sklep: 2 to�ki.

b. (10) Naj bo C

3

sklenjena krivulja, ki poteka po ploskvi S in natanko enkrat

obkro�zi ev v enaki smeri kot krivulji C

1

in C

2

. Utemeljite, da je

Z

C

1

F dr =

Z

C

2

F dr =

Z

C

3

F dr :

6
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Re�sitev: Utemeljitev je podobna kot v a. Na krivulje napnemo ploskve in sledimo

korakom v a.

Oenjevanje:

{ Zapiranje ploskve: 2 to�ki.

{ Divergena in Gauss: 2 to�ki.

{ Integral po S: 2 to�ki.

{ Sklep o enakosti ploskvnih integralov: 2 to�ki.

{ Stokes in kon�ni sklep: 2 to�ki.

7
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4. (20) Pri iskanju rotaijske ploskve z minimalno povr�sino napete na vzporedna kroga

se pojavi diferenialna ena�ba

y

p

1 + [y

0

℄

2

= a

za neko konstanto a > 0.

a. (10) Poka�zite, da je splo�sna re�sitev oblike

y(x) = a osh

�

x + 

a

�

za neko konstanto .

Namig: Inverzna funkija funkije osh x na intervalu [1;1) je funkija

arosh(y) = log(y +

p

y

2

� 1):

Re�sitev: Ra�unamo

y

2

a

2

= 1 + [y

0

℄

2

;

torej

y

0

=

p

y

2

=a

2

� 1 :

Prepi�semo v

y

0

p

y

2

=a

2

� 1

= 1 :

Integriramo in dobimo

log

 

y

a

+

r

y

2

a

2

� 1

!

=

x+ 

a

:

za neko konstanto . Z uporabo namiga sledi

y(x)

a

= osh

�

x + 

a

�

:

Oenjevanje:

{ Izra�zanje y

0

: 2 to�ki.

{ Opa�zanje, da je ena�ba z lo�ljivima spremenljivkama: 2 to�ki.

{ Integriranje: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje namiga: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

8
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b. (10) Poi�s�ite re�sitev zgornje diferenialne ena�be na intervalu [�b; b℄, ki ustreza

pogoju y(�b) = y(b) = � in velja

osh(b=a)

(b=a)

=

�

b

:

Re�sitev: Splo�sna re�sitev je oblike

y(x) = a osh

�

x + 

a

�

:

Dolo�iti moramo �se primernu konstanto . Vstavimo

� = y(b) = a osh

�

x + 

a

�

:

Prepi�semo v

�

b

=

osh

�

b+

a

�

(b=a)

:

�

Ce izberemo  = 0, je ena�bi ustre�zeno. Zaradi sodosti funkije osh x je tudi

y(�b) = �. Primer minimalne ploskve za a = b = 1 in � = 2 je na spodnji sliki.

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

−2

−1

0

1

2
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

x

Minimalna ploskev

y

z

Ploskev z minimalno povr�sino napeta na dva kroga.

Oenjevanje:

{ Vstavljanje: 2 to�ki.

{ Prepis: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje pogoja: 2 to�ki.

{  = 0: 2 to�ki.

{

�

Se drugi pogoj: 2 to�ki.

9
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5. (20) Dan naj bo sistem linearnih diferenialnih ena�b

_
y =

0

�

0 2 0

0 0 2

�1 1 0

1

A

y :

a. (10) Poi�s�ite tri linearno neodvisne re�sitve zgornjega sistema.

Re�sitev: Karakteristi�ni polonim dobimo kot

P (�) = det

0

�

�� 2 0

0 �� 2

�1 1 ��

1

A

= ��

3

+ 2�� 4 = 0 :

Re�sitve so �

1

= �2 in �

2

= 1 + i in �

3

= 1� i. Lastni vektor, ki pripada �

1

je

x = (1;�1; 1), lastni vektor, ki pripada �

2

pa x

2

= (2� 2i; 2; 1+ i). Prva re�sitev

je enaka

y

1

= e

�2t

0

�

1

�1

1

1

A

;

ostali dve linearno neodvisni re�sitvi pa sta realni in imaginarni del produkta

e

(1+i)t

0

�

2� 2i

2

1 + i

1

A

:

Dobimo

y

2

(t) = e

t

0

�

2 os t+ 2 sin t

2 os t

os t� sin t

1

A

in y

3

= e

t

0

�

�2 os t+ 2 sin t

2 sin t

os t+ sin t

1

A

:

Oenjevanje:

{ Karakteristi�ni polinom: 2 to�ki.

{ Lastne vrednosti: 2 to�ki.

{ Lastni vektorji: 2 to�ki.

{ Prva re�sitev: 2 to�ki.

{ Ostali dve re�sitvi: 2 to�ki.

b. (10) Re�site �se nehomogeno ena�bo

_
y =

0

�

0 2 0

0 0 2

�1 1 0

1

A

y + e

�t

0

�

�3

�3

�1

1

A

:

Za�etni pogoj naj bo y(0) = (0; 0; 0).

Namig: Poskusite z nastavkom y

p

= e

�t

x za neznan vektor x.

10
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Re�sitev: Najprej potrebujemo partikularno re�sitev. Poskusimo z nastavkom iz

namiga. Z vstavljanjem dobimo

�e

�t

x = e

�t

0

�

0 2 0

0 0 2

�1 1 0

1

A

x + e

�t

0

�

�3

�3

�1

1

A

:

Pokraj�samo e

�t

in dobimo ena�bo

0

�

�1 �2 0

0 �1 �2

�1 1 �1

1

A

x =

0

�

�3

�3

�1

1

A

:

Re�sitev je x = (1; 1; 1). Splo�sna re�sitev bo oblike

y = e

�t

0

�

1

1

1

1

A

+ 

1

y

1

+ 

2

y

2

+ 

3

y

3

:

Iz za�etnega pogoja sledi

0

�

0

0

0

1

A

=

0

�

1

1

1

1

A

+ 

1

0

�

1

�1

1

1

A

+ 

2

0

�

2

2

1

1

A

+ 

3

0

�

�2

0

1

1

A

:

Dobimo sistem ena�b

0

�

1 2 �2

�1 2 0

1 1 1

1

A

0

�



1



2



3

1

A

=

0

�

�1

�1

�1

1

A

z re�sitvijo 

1

= �1=5, 

2

= �3=5 in 

3

= �1=5.

Oenjevanje:

{ Vstavljanje nastavka: 2 to�ki.

{ x in partikularna re�sitev: 2 to�ki.

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�ki.

{ Ena�be za konstante: 2 to�ki.

{ Re�sitev: 2 to�ki.

11
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6. (20) Pri hitrem vrtenju dolge in ozke grede nastopi diferenialna ena�ba

EIy

(4)

�

p!

2

g

y = 0 ;

kjer je

� E-elasti�ni modul.

� I-vztrajnostni moment preseka.

� p-spei��na te�za po enoti dol�zine.

� !-kotna hitrost.

� g-zemeljski pospe�sek.

� l-dol�zina gredi.

Funkija y opisuje odmik od ravnovesne lege.

a. (10) Napi�site splo�sno re�sitev zgornje diferenialne ena�be.

Re�sitev: Karakteristi�na ena�ba za to linearno diferenialno ena�bo je P (�) =

EI�

4

�

p!

2

g

= 0.

�

Ce ozna�imo � = (p!

2

=EIg)

1=4

, so koreni karakteristi�nega

polinoma �, ��, i� in �i�. Splo�sna re�sitev je torej oblike



1

e

�x

+ 

2

e

��x

+ 

3

os(�x) + 

4

sin(�x)

za poljubne konstante 

1

, 

2

, 

3

in 

4

.

Oenjevanje:

{ Karakteristi�ni polinom: 2 to�ki.

{ Ni�le: 2 to�ki.

{ Re�sitvi iz realnih ni�el: 2 to�ki.

{ Re�sitvi iz imaginarnih ni�el: 2 to�ki.

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�ki.

b. (10) Naj bo

! =

�

2

l

2

s

EIg

p

:

Poi�s�ite re�sitev diferenialne ena�be na intervalu [0; l℄, ki ustreza robnim pogojem

y(0) = y

00

(0) = y(l) = y

00

(l) = 0 in ni identi�no enaka 0.

Re�sitev: Konstante iz splo�sne re�sitve moramo dolo�iti iz danih zahtev. Prvi dve

zahtevi dasta ena�bi



1

+ 

2

+ 

3

= 0

�

2

(

1

+ 

2

� 

3

) = 0

12



Matematika 2, 2002/2003, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar

Iz tega sledi 

3

= 0 in 

1

+ 

2

= 0. Iz ostalih dveh pogojev dobimo



1

e

�l

� 

1

e

��l

+ 

4

sin(�l) = 0

�

2

(

1

e

�l

� 

1

e

��l

� 

4

sin(�l)) = 0

Ena�bi od�stejemo in ugotovimo, da mora biti 

4

sin(�l) = 0 in 

1

= 0. Z danim

! je � = �=l, torej sin(�l) = 0 in lahko izberemo 

4

6= 0, sier pa poljuben. S

tem smo tudi na�sli re�sitev, ki ni identi�no enaka 0.

Oenjevanje:

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�ki.

{ Prvi dve ena�bi: 2 to�ki.

{ Drugi dve ena�bi: 2 to�ki.

{ Konstante: 2 to�ki.

{ Kon�na re�sitev: 2 to�ki.
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