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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve

na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki sta skupaj vredna 25

to�ck. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Funkcija f : R

3

! R naj bo dvakrat zvezno odvedljiva in naj zado�s�ca pogoju
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a. (15) Poka�zite, da funkcija g : R

3

! R, de�nirana s predpisom
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Re�sitev: Odvajamo po pravilih za odvajanje sestavljenih funkcij. Dobimo najprej
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Odvajajmo �se enkrat parcialno na x. Dobimo
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Podobno dobimo druge parcialne odvode na y in na z. Enakost, ki jo moramo

dokazati, sledi s se�stevanjem.

Ocenjevanje:

{ Odvajanje po x: 3 to�cke.

{ Pravilno vstavljanje argumentov: 3 to�cke.

{ Odvajanje po x �se enkrat: 3 to�cke.

{ Pravilno vstavljanje argumentov: 3 to�cke.

{ Ses�stevanje: 3 to�cke.

b. (10) Naj bo h : R ! R odvedljiva in naj velja h

0

(0) = h

00

(0) = 0. De�nirajte

funkcijo � s predpisom

t

�

7! f(e

h(t)

; e

h(t)

; e

h(t)

) :

Izra�cunajte �

00

(0).

Re�sitev: Zapi�semo lahko �(t) = g(h(t); h(t); h(t)). Odvajamo po t in dobimo
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Odvajajmo po t �se enkrat.
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Upo�stevajmo, da je h

0

(0) = h

00

(0) = 0 in dobimo �

00

(0) = 0.

Ocenjevanje:

{ Opa�zanje, da dovajamo g(h(t); h(t); h(t)): 2 to�cki.

{ Prvo posredno odvajanje: 2 to�cki.

{ Drugo posredno odvajanje: 2 to�cki.

{ Upo�stevanje h

00

(0) = 0: 2 to�cki.

{ Razultat: 2 to�cki.
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2. (25) Funkciji f; g : U � R

3

! R

3

, de�nirani na odprti mno�zici U = f(x; y; z) : x >

0; y > 0; z > 0g, sta dani s predpisoma

(x; y; z)

f

7! (xy; xz; yz)
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g
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a. (10) Izra�cunajte matriki Df(1; 1; 1) in Dg(1; 1; 1).

Re�sitev: Po de�niciji je (i; j)-ti �clen v matriki Df enak
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Vstavimo to�cko (1; 1; 1) in dobimo
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Podobno dobimo
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Ocenjevanje:

{ Formula za (i; j)-ti �clen: 2 to�cki.

{ Kaj je f

i

: 2 to�cki.

{ Po kateri spremenljicki parcialno odvajamo kje: 2 to�cki.

{ Df(x; y; z): 2 to�cki.

{ Vstavljanje: 2 to�cki.

b. (15) Izra�cunajte odvod sestavljene funkcije g(f(x)) v poljubni to�cki x 2 U .

Re�sitev: Po formuli za odvajanje sestavljenih funkcij je odvod sestavljene funkcije

enak

Dg(xy; xz; yz) �Df(x; y; z) :

Drugo matriko v produktu smo �ze izra�cunali v a. Izra�cunamo �se
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Dobimo
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Zmno�zimo in ugotovimo, da je Dg(xy; xz; yz) �Df(x; y; z) = I.

Ocenjevanje:

{ Formula za odvod sestavljene funkcije: 3 to�cke.

{ Pravilno vstavljanje: 3 to�cke.

{ Komponente g: 3 to�cke.

{ Parcialni odvodi: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.
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3. (25) Dana naj bo funkcija f : R

3

! R s predpisom

f(x; y; z) = x

2

+ y

2

+ 3z

2

+ 2xz + 2yz � 1 :

a. (10) Poka�zite, da na neki okolici U to�cke (x

0

; y

0

) = (1; 1) obstaja zvezno parcialno

odvedljiva funkcija g : U � R

2

! R, taka da je g(1; 1) = �1 in f(x; y; g(x; y)) = 0

za vse (x; y) 2 U . Izra�cunajte �se g

x

(1; 1) in g

y

(1; 1).

Re�sitev: Obstoj iskane funkcije nam bo zagotavljal izrek o implicitni funkciji.

Zlahka preverimo, da je f(1; 1;�1) = 0. Preveriti moramo �se f

z

(1; 1;�1) =

�2 6= 0. Torej taka funkcija g obstaja na neki okolici (x

0

; y

0

).

Za izra�cun parcialnih odvodov uporabimo znani formuli
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:

Ugotovimo, da je f

x

(1; 1;�1) = 0 in f

y

(1; 1;�1) = 0, torej je g

x

(1; 1) = 0 in

g

y

(1; 1) = 0.

Ocenjevanje:

{ Preverjanje f(x

0

; y

0

; z

0

) = 0: 2 to�cki.

{ Preverjanje f

z

(x

0

; y

0

; z

0

) 6= 0: 2 to�cki.

{ Citiranje izreka o implicitni funkciji: 2 to�cki.

{ Formuli za g

x

in g

y

: 2 to�cki.

{ Rezultata: 2 to�cki.

b. (15) Izra�cunajte Hessovo matriko funkcije g v to�cki (1; 1) in sklepajte, da ima v

(1; 1) funkcija g lokalni minimum.

Re�sitev: Izra�cunati moramo druge parcialne odvode g

xx

, g
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in g

yy

. Enakost

f(x; y; g(x; y)) = 0 odvajamo dvakrat po x na levi in desni. Dobimo
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Ker je g

x

(1; 1) = g

y

(1; 1) = 0, sledi, da je

f

xx

(1; 1;�1) + f

z
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torej g

xx

(1; 1) = 1. Podobno dobimo

f

yy

(1; 1;�1) + f
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torej g
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torej g

xy

(1; 1) = 0. Dobimo

Hf(1; 1) =

 

1 0

0 1

!

:

Lastni vrednosti Hessejeve matrike sta o�citno pozitivni, zato je dana to�cka lokalni

minimum.

Ocenjevanje:

{ Prvo posredno odvajanje: 3 to�cke.

{ Drugo posredno odvajanje: 3 to�cke.

{ Upo�stavanje g

x

(1; 1) = g

y

(1; 1) = 0: 3 to�cke.

{ Vsi drugi parialni odvodi: 3 to�cke.

{ Pozitivna de�nitnost Hessejeve matrike in sklep: 2 to�cki.
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4. (25)

�

Skatla v obliki kvadra (brez vrhnje ploskve) ima stranice x, y in z kot na sliki

1. Povr�sina �skatle je dana in enaka a, torej xy + 2xz + 2yz = a. I�s�cemo �skatlo s to

povr�sino in najve�cjo mo�zno prostornino.

x

z

y

Slika 1

�

Skatla s stranicami x, y in z.

a. (10) Izpeljite, da i�s�cemo vezani ekstrem funkcije f(x; y; z) = xyz pri pogoju

g(x; y; z) = xy+2xz+2yz�a = 0 in se prepri�cajte, da mora veljati 3xyz = 2�a.

Re�sitev: O�citno je prostornina �skatle enaka V = xyz. Ker ni zgornje ploskve,

je povr�sina enaka xy + 2xz + 2yz. Ker je povr�sina dana, mora biti vez enaka

g(x; y; z) = xy + 2xz + 2yz � a = 0.

I�s�cemo vezani ekstrem funkcije f(x; y; z) = xyz pri pogoju

g(x; y; z) = xy + 2xz + 2yz � a = 0 :

Po Lagrangeovem pravilu sestavimo novo funkcijo

F (x; y; z) = xyz � �(xy + 2xz + 2yz � a) :

Odvajamo parcialno na vse tri spremenljivke in dobimo

@F

@x

= yz � �(y + 2z)

@F

@y

= xz � �(x+ 2z)

@F

@z

= xy � �(2x+ 2y)

Parcialne odvode izena�cimo z 0 in posku�samo najti re�sitev, ki ustreza tudi pogoju.

Prvo ena�cbo pomno�zimo z x, drugo z y in tretjo z z in se�stejemo. Dobimo

3xyz � �(2xy + 4xz + 4yz) = 0 :

Sledi, da bo 3xyz = 2�a.

Ocenjevanje:
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{ Vez in funkcija, ki jo maksimiziramo: 2 to�cki.

{ Lagrangeova funkcija: 2 to�cki.

{ Parcialni odvodi: 2 to�cki.

{ Ideja z mno�zenjem ena�cb: 2 to�cki.

{ Enakost 3xyz = 2�a: 2 to�cki.

b. (15) Poi�s�cite dol�zine stranic, za katere bo imela �skatla pri zgornjem pogoju naj-

ve�cjo prostornino V = xyz.

Re�sitev: Iz a. vemo, da moramo poiskati re�sitev ena�cb

@F

@x

= yz � �(y + 2z)� 0

@F

@y

= xz � �(x+ 2z) = 0

@F

@z

= xy � �(2x+ 2y) = 0

ki ustreza tudi pogoju g(x; y; z) = 0. Vemo, da bo 3xyz = 2�a. Iz prvih dveh

ena�cb sledi

xyz � �(xy + 2xz) = 0

xyz � �(xy + 2yz) = 0

Sledi, da je x = y. Iz tretje ena�cbe dobimo

x

2

�

12x

3

z

2a

= 0 ;

torej xz = yz = a=6. Upo�stevajmo �se, da mora veljati 2xz+2yz+ xy = a. Sledi

2a

6

+

2a

6

+ x

2

= a ;

torej ali x = y =

q

a=3 in z =

p

3a=6.

Opomba: Ves �cas privzemamo, da nobena od spremenljivk x, y ali z ni enaka

0, saj je v nasprotnem primeru prostornina 0, kar gotovo ni najve�cja mo�zna

prostornina.

Ocenjevanje:

{ Ena�cbe: 3 to�cke.

{ Opa�zanje, da je x = y: 3 to�cke.

{ Ena�cba, ki povezuje x in z: 3 to�cke.

{ Kvadratna ena�cba za x: 3 to�cke.

{ Re�sitev: 3 to�cke.
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