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2. de
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Ime in priimek: Vpisna �st:

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve

na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki sta skupaj vredna 25

to�
k. Na razpolago imate 90 min.

Naloga a. b. Skupaj

1.

2.

3.

4.

Skupaj
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1. (25) Naj bodo a,b in 
 �stevila, za katera velja a

2

+ b

2

+ 


2

= 1. Naj bo (�; �; 
) 6= 0

dan vektor. Ozna�
ite s = a� + b� + 

. Za funk
ijo u : R

3

! R naj velja

(bz � 
y)u

x

(x; y; z) + (
x� az)u

y

(x; y; z) + (ay � bx)u

z

(x; y; z) = 0 :

De�nirajte funk
ije x; y; z : R ! R s predpisom

x(t) = as+ (�� as) 
os t+ (b
 � 
�) sin t

y(t) = bs + (� � bs) 
os t+ (�a
 + 
�) sin t

z(t) = 
s+ (
 � 
s) 
os t+ (a� � b�) sin t

:

a. (15) Poka�zite, da je bz � 
y = _x, 
x� az = _y in ay � bx = _z.

Re�sitev: Ra�
unamo

_x = �(�� as) sin t + (b
 � 
�) 
os t

_y = �(� � bs) sin t+ (�a
 + 
�) 
os t

_z = �(
 � 
s) sin t+ (a� � b�) 
os t

:

Ra�
unamo z uporabo enakosti a

2

+ b

2

+ 


2

= 1.

bz � 
y = (b
 � 
�) 
os t+ (ab� � b

2

� + a

 � 


2

�) sin t

= (b
 � 
�) 
os t+ (ab� + a

 � (1� a

2

)�) sin t

= (b
 � 
�) 
os t+ (ab� + a

 � (1� a

2

)�) sin t

= (b
 � 
�) 
os t+ (a(a� + b� + 

)� �) sin t

= (b
 � 
�) 
os t+ (as� �) sin t

= _x(t) :

Podobno preverimo, �se ostali dve enakosti.

O
enjevanje:

{ Odvodi _x, _y in _z: 3 to�
ke.

{ Izra�
un bz � 
y: 3 to�
ke.

{ Upo�stevanje a

2

+ b

2

+ 


2

= 1 in prva enakost: 3 to�
ke.

{ Druga enakost: 3 to�
ke.

{ Tretja enakost: 3 to�
ke.

b. (15) De�nirajte funk
ijo � : R ! R s predpisom

�(t) = u(x(t); y(t); z(t)) :

Izra�
unajte �

0

(t).

Re�sitev: Po pravilih za odvajanje sestavljenih funk
ij je

�

0

(t) = u

x

(x; y; z) _x(t) + u

y

(x; y; z) _y(t) + u

z

(x; y; z) _z(t) :

Pi�simo kraj�se kar u

x

za u

x

(x; y; z) in podobno za u

y

in u

z

. Vstavimo namesto

odvodov _x, _y in _z izraze iz a. in dobimo

�

0

(t) = (bz � 
y)u

x

+ (
x� az)u

y

+ (ay � bx)u

z

= 0 :

O
enjevanje:

2



Matematika 2, 2004/2005, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar

{ Formula za odvod sestavljena funk
ije: 2 to�
ki.

{ Vstavljanje: 2 to�
ki.

{ Ideja uporabiti a.: 2 to�
ki.

{ Opa�zanje, da dobimo izraz iz besedila: 2 to�
ki.

{ Sklep, da je �

0

(t) = 0: 2 to�
ki.
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2. (25) Funk
ija g naj bo na podro�
ju U = f(x; y) : y > 0g de�nirana s predpisom

(x; y)

g

7!

0

�

y

q

p

x

2

+ y

2

� x

;

q

p

x

2

+ y

2

� x

1

A

:

Funk
ija f : R

2

! R

2

pa naj bo de�nirana kot

(u; v)

f

7!

�

1

2

(u

2

� v

2

); uv

�

:

a. (15) Naj bo funk
ija F : U � R

2

! R

2

de�nirana kot F (x; y) = f(g(x; y)).

Izra�
unajte DF (x; y) za (x; y) 2 U .

Namig:

1

p

x

2

+ y

2

� x

=

p

x

2

+ y

2

+ x

y

2

:

Zaradi preglednosti vpeljite oznaki

s =

q

p

x

2

+ y

2

� x in d =

p

x

2

+ y

2

:

Re�sitev: Po pravilu za odvajanje sestavljenih funk
ij ra�
unamo

Df(u; v) =

�

u �v

v u

�

in

Dg(x; y) =

0

B

B

�

y

2

p

x

2

+y

2

q

�x+

p

x

2

+y

2

q

�x+

p

x

2

+y

2

2

p

x

2

+y

2

�

q

�x+

p

x

2

+y

2

2

p

x

2

+y

2

y

2

p

x

2

+y

2

q

�x+

p

x

2

+y

2

1

C

C

A

Zaradi preglednosti ozna�
imo s =

q

p

x

2

+ y

2

� x in d =

p

x

2

+ y

2

, tako da je

Dg(x; y) =

�

y

2ds

s

2d

�

s

2d

y

2ds

�

Ra�
unamo

DF (x; y) =

�

y

s

�s

s

y

d

�

�

�

y

2ds

s

2d

�

s

2d

y

2ds

�

=

�

1 0

0 1

�

:

O
enjevanje:

{ Df : 3 to�
ke.

{ Dg: 3 to�
ke.

{ Vstavljanje g(x; y) v Df : 3 to�
ke.
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{ Mno�zenje matrik: 3 to�
ke.

{ Poenostavljanje: 3 to�
ke.

b. (10) De�nirajte funk
ijo G : R

2

! R

2

s predpisom

G(x; y) = f(f(f(f(x; y)))) :

Izra�
unajte DG(0; 1).

Re�sitev: Uporabimo pravilo za odvajanje sestavljenih funk
ij.

DG(0; 1) = Df(f(f(f(0; 1)))) �Df(f(f(0; 1))) �Df(f(0; 1)) �Df(0; 1) :

Ra�
unamo po vrsti

Df(0; 1) =

�

0 �1

1 0

�

; Df(f(0; 1)) = Df(�1=2; 0) =

�

�1=2 0

0 �1=2

�

;

Df(f(f(0; 1))) = Df(1=8; 0) =

�

1=8 0

0 1=8

�

in

Df(f(f(f(0; 1)))) = Df(1=128; 0) =

�

1=128 0

0 1=128

�

:

Sledi

DG(0; 1) =

�

1=128 0

0 1=128

��

1=8 0

0 1=8

��

�1=2 0

0 �1=2

��

0 �1

1 0

�

;

torej

DG(0; 1) =

�

0 1=2048

�1=2048 0

�

:

O
enjevanje:

{ Formula za sestavljene funk
ije: 2 to�
ki.

{ 1. vstavljanje: 2 to�
ki.

{ 2. vstavljanje: 2 to�
ki.

{ 3. vstavljanje: 2 to�
ki.

{ Mno�zenje matrik: 2 to�
ki.
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3. (25) Funk
ija F : R

3

! R naj bo dana z

F (x; y; z) = x

2

+ y

2

+ 2z

2

+ 2xz � 2 :

a. (10) Doka�zite, da na primerni okoli
i U to�
ke (x

0

; y

0

) = (0; 0) obstaja funk
ija

g : R

2

! R, taka da je g(0; 0) > 0 in F (x; y; g(x; y)) = 0 za (x; y) 2 U .

Izra�
unajte �se g

x

(0; 0) in g

y

(0; 0).

Re�sitev: Najprej najdemo to�
ko (x

0

; y

0

; z

0

), za katero bo F (x

0

; y

0

; z

0

) = 0 in

z

0

> 0. Zlahka se prepri�
amo, da je to to�
ka (0; 0; 1). Po izreku o impli
itni

funk
iji obstaja okoli
a U to�
ke (0; 0) in funk
ija g, �
e je F

z

(x

0

; y

0

; z

0

) 6= 0.

Izra�
unamo F

z

(0; 0; 1) = 4. Par
ialne odvode izra�
unamo po formuli

g

x

(0; 0) = �

F

x

(0; 0; 1)

F

z

(0; 0; 1)

= �

1

2

g

y

(0; 0) = �

F

y

(0; 0; 1)

F

z

(0; 0; 1)

= 0

O
enjevanje:

{ To�
ka (x

0

; y

0

; z

0

): 2 to�
ki.

{ Preverjanje F

z

(0; 0; 1) 6= 0: 2 to�
ki.

{ Citiranje izreka o impli
itni funk
iji: 2 to�
ki.

{ g

x

(0; 0): 2 to�
ki.

{ g

y

(0; 0): 2 to�
ki.

b. (15) Najdite to�
ko na ploskvi F (x; y; z) = 0, za katero je tangentna ravnina na

ploskev vzporedna z xy-ravnino in je z > 0.

Re�sitev: Po izreku o impli
itni funk
iji pridejo v po�stev to�
ke na ploskvi, za

katere je F

x

(x; y; z) = 0 in F

y

(x; y; z) = 0. Iz teh dveh zahtev dobimo ena�
bi

2x+ 2z = 0

2y = 0

Sledi y = 0, in ker mora biti to�
ka tudi na ploskvi, mora veljati

x

2

+ 2z

2

+ 2xz � 2 = x

2

� 2 = 0 :

Torej je x = �

p

2. Ker je z = �x izberemo to�
ko (�

p

2; 0;

p

2). Utemeljiti

moramo le �se uporabo izreka o impli
itni funk
iji, torej

F

z

(�

p

2; 0;

p

2) = 2

p

2 6= 0 :

O
enjevanje:

{ Ideja o par
ialnih odvodih: 3 to�
ke.

{ Ena�
bi za par
ialne odvode: 3 to�
ke.

{ Ena�
be za x, y in z: 3 to�
ke.

{ Re�sitev: 3 to�
ke.

{ Naknadno preverjanje F

z

(x; y; z) 6= 0: 3 to�
ke.
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4. (25) Naj bosta a > 0 in b > 0 �stevili, za kateri velja ab = 1. Na obmo�
ju

G = f(x; y; z) : x > 0; z > 0; xz � y

2

> 0g naj bo de�nirana funk
ija

f(x; y; z) =

�

2

log(xz � y

2

)�

1

2

(ax+ bz) ;

kjer je � > 0 dano �stevilo.

a. (10) Poka�zite, da je to�
ka (�b; 0; �a) lokalni maksimum funk
ije f(x; y; z).

Re�sitev: Ra�
unamo

�f

�x

(x; y; z) =

�z

2(xz�y

2

)

�

a

2

�f

�y

(x; y; z) = �

�y

(xz�y

2

)

�f

�z

(x; y; z) =

�x

2(xz�y

2

)

�

b

2

Z vstavljanjem to�
ke (�b; 0; �a) ugotovimo, da so vsi par
ialni odvodi enaki 0.

Dana to�
ka je sta
ionarna. Potrebujemo �se Hessejevo matriko v to�
ki (�b; 0; �a).

Ra�
unamo, re
imo,

�

2

f

�x

2

(x; y; z) = �

�z

2

2(xz�y

2

)

2

�

2

f

�x �y

(x; y; z) = �

�yz

(xz�y

2

)

2

�

2

f

�x �z

(x; y; z) = �

�y

2

2(xz�y

2

)

2

Upo�stevajmo, da je ab = 1 in dobimo

Hf(�b; 0; �a) =

0

�

�

a

2

2�

0 0

0 �

1

�

0

0 0 �

b

2

2�

1

A

:

Diagonalni elementi Hessove matrike v to�
ki (�b; 0; �a) so negativni, zato je

matrika negativno de�nitna. Sta
ionarna to�
ka je lokalni maksimum.

O
enjevanje:

{ Par
ialni odvodi: 2 to�
ki.

{ Vstavljanje to�
ke: 2 to�
ki.

{ Drugi par
ialni odvodi: 2 to�
ki.

{ Vstavljanje: 2 to�
ki.

{ Sklep o lokalnem maksimumu: 2 to�
ki.

b. (15) Naj bo funk
ija g : G! R dana z

g(x; y; z) = xz � y

2

� 1 :

Po�s�
ite sta
ionarne to�
ke funk
ije f(x; y; z) na obmo�
ju G pri pogoju g(x; y; z) =

0.

Re�sitev: Najprej opazimo, da lahko namesto s funk
ijo f(x; y; z) ra�
unamo kar

s funk
ijo

f(x; y; z) = �

1

2

(ax+ bz) ;

7
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Po Lagrangu sestavimo funk
ijo F (x; y; z) = f(x; y; z)� �g(x; y; z). Ra�
unamo

�F

�x

(x; y; z) = �

a

2

� �z

�F

�y

(x; y; z) = 2y�

�F

�z

(x; y; z) = �

b

2

� �x

Par
ialne odvode izena�
imo z 0. Iz prve ali tretje ena�
be razberemo, da mora biti

� 6= 0. Druga ena�
ba potem pove, da je y = 0. Iz pogoja g(x; y; z) = 0 potem

sledi, da je xz = 1. Z nekaj ra�
unanja dobimo x = b in z = a.

O
enjevanje:

{ Opa�zanje, da lahko prvi �
len zanemarimo: 3 to�
ke.

{ Lagrangova funk
ija: 3 to�
ke.

{ Par
ialno odvajanje: 3 to�
ke.

{ Ena�
be za to�
ko: 3 to�
ke.

{ Rezultat: 3 to�
ke.
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