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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Veljale bodo samo resitve
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1. (25) Naj bodo a.b in c §tevila, za katera velja a®> +b* + ¢ = 1. Naj bo (o, 8,7) # 0
dan vektor. Oznacite s = aa + bS8 + ¢y. Za funkcijo u: R®* — R naj velja

(bz — cy)u(w,y, 2) + (cx — az)uy(z,y, 2) + (ay — bx)u,(z,y,2) = 0.
Definirajte funkcije z,y, z: R — R s predpisom

z(t) = as+ (a—as)cost+ (by —cf)sint
y(t) = bs+ (B —0bs)cost + (—ay + ca)sint .
z(t) = cs+ (y—es)cost+ (af — ba)sint

a. (15) Pokazite, da je bz — cy = &, cx —az = ¢ in ay — bx = 2.

Resitev: Racunamo

T = —(a—as)sint+ (by —cf)cost
y = —(B—bs)sint+ (—ay+ ca)cost .
2 = —(y—cs)sint+ (aff — ba)cost

Racunamo z uporabo enakosti a®> +b*> + ¢ = 1.

bz —cy = (by—cpB)cost+ (abB —b*a + acy — c*a)sint

(by — ¢B) cost + (abB + acy — (1 — a?)

(by — ¢f) cost + (abB + acy — (1 — a?)

= (by —¢B)cost + (alaa + b5 + cy) — o) sint
( )

«) sint

«) sint

e e I

by —cf) cost + (as — ) sint
= i(t).
Podobno preverimo, Se ostali dve enakosti.

Ocenjevanje:

— Odvodi &, § in Z: 3 tocke.

— Izraéun bz — cy: 3 tocke.

— Upostevanje a2 +b2+c2=1in prva enakost: 3 tocke.
— Druga enakost: 3 toéke.

— Tretja enakost: 9 tocke.
b. (15) Definirajte funkcijo ¢: R — R s predpisom
o(t) = u(x(t), y(t), 2(1)) .
[zracunajte ¢'(t).
Resitev: Po pravilih za odvajanje sestavljenih funkcij je
¢'(t) = ua(w,y, 2)a(t) + uy(z, y, 2)y(t) + u.(z,y, 2)2(t) -

Pisimo krajse kar u, za uy(z,y,z) in podobno za u, in u,. Vstavimo namesto
odvodov T, y in z izraze iz a. in dobimo

¢'(t) = (bz — cy)uy, + (cx — az)u, + (ay — bx)u, = 0.

Ocenjevanje:
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Formula za odvod sestavljena funkcije: 2 tocki.
Vstavljanje: 2 tocki.

Ideja uporabiti a.: 2 tocki.

Opazanje, da dobimo izraz iz besedila: 2 tocki.

Sklep, da je ¢'(t) = 0: 2 toéki.
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2. (25) Funkcija g naj bo na podroc¢ju U = {(x,y): y > 0} definirana s predpisom

(xay)'i> Y ) \/552+y2—55
/Ry —x

Funkcija f: R? — R? pa naj bo definirana kot

a. (15) Naj bo funkcija F: U C R* — R? definirana kot F(z,y) = f(g(z,y)).
Izracunajte DF(z,y) za (z,y) € U.

Namig:
1 Wity

N y

Zaradi preglednosti vpeljite oznaki

s=2\/Va?+y?—x in d=+z2+y2.

Regitev: Po pravilu za odvajanje sestavljenih funkcij ra¢unamo

Df(u,v) = (“ ‘”)

v u
mn
y fx+\/m
Dg(z,y) = 24/a2 2 ety /feP e 2/ 2%+y?
7 —\/ —a+/22+y? y
2 \/552+y2 2/ 224y? \/7:c+\/x2+y2

Zaradi preglednosti oznacimo s =/ /22 +y? —x in d = /2> + Y2, tako da je

Y S
— 2 2
Dy(r) = ()
2d  2ds
Racunamo
Y y s
T 10
— 2d 2d —
oren=(3¥)(% 2)-( 1)
d 2d  2ds
Ocenjevanje:
— Df: 3 tocke.
— Dg: 3 tocke.

— Vstavljanje g(z,y) v D f: 3 tocke.
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— MnozZenje matrik: 3 tocke.

. (10) Definirajte funkcijo G: R — R? s predpisom
G(z,y) = f(f(f(f(z,))))-
Izracunajte DG(0,1).
Resitev: Uporabimo pravilo za odvajanje sestavljenih funkcij.
DG(0,1) = Df(f(f(f(0,1)))) - DF(f(f(0,1))) - Df(f(0,1))- Df(0,1).

Racunamo po vrsti

pron= (3 ). prge=pr-iz = (T2 D).

prtrro =praso = (115

" Df(f(£(£(0,1)))) = Df(1/128,0) = (1/(1)28 1/(1)28> _
Sledi

s = (19 ) (8 ) (37 4a) 6 5)
torej DE0.1) <_1/02048 1/20048>

— Formula za sestavljene funkcije: 2 tocki.
— 1. vstavljanje: 2 tocki.
— 2. vstavljanje: 2 tocki.
— 3. vstavljanje: 2 tocki.

— Mnozenje matrik: 2 tocki.
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3. (25) Funkcija F : R — R naj bo dana z
Fz,y,2) =2" +y° +22° + 222 — 2.

a. (10) Dokazite, da na primerni okolici U tocke (xq, ) = (0,0) obstaja funkcija
g: K" — R, taka da je ¢(0,0) > 0 in F(v,y,9(v,y)) = 0 za (z,y) € U.
Izracunajte se g,(0,0) in g,(0,0).

Resitev: Najprej najdemo tocko (xg, o, 20), za katero bo F(xq,yo,20) = 0 in
20 > 0. Zlahka se prepricamo, da je to tocka (0,0,1). Po izreku o implicitni
funkeiji obstaja okolica U tocke (0,0) in funkcija g, ¢e je F,(xo,Yo,20) # O.
Izraéunamo F,(0,0,1) = 4. Parcialne odvode izrac¢unamo po formuli

L F(0,0,1) 1
92(0,0) = F.(0,0,1) 2
B(0.0) = ~PeE =0

Ocenjevanje:

— Tocéka (zg,y0,20): 2 tocki.
— Preverjanje F,(0,0,1) # 0: 2 tocki.
— Clitiranje izreka o implicitni funkciji: 2 tocki.
— 92(0,0): 2 tocki.
— gy (0,0): 2 tocki.
b. (15) Najdite tocko na ploskvi F'(z,y, z) = 0, za katero je tangentna ravnina na
ploskev vzporedna z xy-ravnino in je z > 0.

Regitev: Po izreku o implicitni funkciji pridejo v postev tocke na ploskvi, za
katere je Fy(z,y,2) =0 in F,(z,y,2) = 0. Iz teh dveh zahtev dobimo enacbi
2r+2z = 0
2y = 0

Sledi y = 0, in ker mora biti tocka tudi na ploskvi, mora veljati
2?4224+ 22 —-2=22-2=0.

Torej je © = ++/2. Ker je z = —x izberemo tocko (—/2,0,+/2). Utemeljiti
moramo le Se uporabo izreka o implicitni funkciji, torej

F.(—v2,0,v2) =2v2 #0.

Ocenjevanje:

— Ideja o parcialnih odvodih: 3 tocke.
— Enaébi za parcialne odvode: 3 tocke.
— FEnaébe za x, y in z: 3 tocke.

— Resitev: 3 tocke.

— Naknadno preverjanje F.(z,y,z) # 0: 3 toéke.
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4. (25) Naj bosta a > 0 in b > 0 stevili, za kateri velja ab = 1. Na obmodju
G={(r,y,2): >0,z > 0,72 — y*> > 0} naj bo definirana funkcija

1
[@,y.2) = 5 log(az — o) = (ax +b2).
kjer je a > 0 dano Stevilo.
a. (10) Pokazite, da je tocka (ab,0, aa) lokalni maksimum funkcije f(z,y, 2).

Resitev: Racunamo

0

a_i(‘rv Y, Z) = Q(x?i?ﬂ) g
g_g(xayaz) = _(mza_ygﬂ)

0

a_ﬁ(xa Y, Z) = Z(x?fgﬁ) - g

7 wvstavljanjem tocke (ab,0, aa) ugotovimo, da so vsi parcialni odvodi enaki 0.
Dana tocka je stacionarna. Potrebujemo se Hessejevo matriko v tocki (ab, 0, aa).
Racunamo, recimo,

%f(xa Y, Z) = _W
3532(?/ (:U, Y, Z) = _(mz;y§)2
ron (LY, %) = _W
Upostevajmo, da je ab =1 in dobimo
-Z 0 0
Hf(ab,0,aa) = 0 —% 0
o o -£

Diagonalni elementi Hessove matrike v tocki (ab,0,aa) so negativni, zato je
matrika negativno definitna. Stacionarna tocka je lokalni maksimum.

Ocenjevanje:

— Parcialni odvodi: 2 tocki.

— Vstavljanje tocke: 2 tocki.

— Drugi parcialni odvodi: 2 tocki.
— Vstavljanje: 2 toéki.

— Sklep o lokalnem maksimumu: 2 tocki.

b. (15) Naj bo funkcija g: G — R dana z

g(z,y,z) =xz—y* — 1.

Poscite stacionarne tocke funkcije f(z,y, z) na obmoéju G pri pogoju g(z,y, 2) =
0.

Resitev: Najprej opazimo, da lahko namesto s funkcijo f(x,y,z) ra¢unamo kar
s funkcijo

flz,y,2) = —%(ax +b2),
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Po Lagrangu sestavimo funkcijo F(xz,y,z) = f(x,y,z) — Ag(x,y, z). Racunamo

g—i(fc,y, z) = —5— Az
%—g(fc,y, z) = 2yA
E(r,y,2) = —2-X

Parcialne odvode izenacimo z 0. Iz prve ali tretje enacbe razberemo, da mora biti
A # 0. Druga enacba potem pove, da je y = 0. Iz pogoja g(x,y,z) = 0 potem
sledi, da je vz = 1. Z nekaj racunanja dobimo x = b in z = a.

Ocenjevanje:

— Opazanje, da lahko prvi élen zanemarimo: 3 tocke.
— Lagrangova funkcija: 3 tocke.

— Parcialno odvajanje: 3 toéke.

— Enacbe za tocko: 3 toéke.

— Rezultat: 3 tocke.



