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Matematika 2
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Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki gfaXkupaj vredna 25
tock. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Preslikava ®: V C R® — R? je definirana s predpisom

1
(u,v,w) 2 <uvw, uvV1 — w?, 5(1@2 - v2)> ,

pri ¢emer je U = {(u,v,w): |w| < 1}. Najbo @ =1[0,1]x[0,1]x [1/4,3/4] C U kvader
na sliki 1la. Njegova slika ®(Q) je na sliki 1b.

Pravokotnik [0,1] x0,1] x [1/4,3/4] Sika 9(Q)

Sl. 1la Kvader Q. SI. 1b Slika ®(Q).
a. (10) Izracunajte Jacobijevo determinanto preslikave ®.

Regitev: S parcialnim odvajanjem dobimo

VW wuw Uv
D@(U,ij): 1 —w? w1 —w? _%
u — 0
7 obicajnimi prijemsi izracunamo
2 2
wo(u? +v
Jo(u,v,w) = _wo(u” +07)

V1—w?

Ocenjevanje:

— Proi gradient: 2 tocki.

— Drugi gradient: 2 tocki.

—  Tretji gradient: 2 tocki.

— Prijem za determinanto: 2 tocki.

= Jg: 2 tocki.
b. (15) Naj bo f: R® — R dana z

X

f(%yaz):\/ﬁ-

[zracunajte

/ f(z,y,2)dedydz.
(Q)
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Regsitev: Najprej izrazimo f(x,y,z) s spremenljivkami u, v in w. Racunamo

2,2 2 2.2

2+ y? = v*o*w? + v (1 — w?) = v*o?,

torej
x uvw
= =w.

V42w

Uvedemo nove spremenljivke. Racunamo

drdydz

X
A(Q) VvVt +y?

= / w | Je(u, v, w)| du dvdw
Q

= uUv u2+02Ldudvdw
/Q< e —

uv(u?® + v?) dudv

3/4 w
- / Y qu
s V1—w? [0,1]%[0,1]

3/4 w 1 1 \ ,
= 7dw/ du/ uw’v + wv’) dx
/1/4 V1—w? 0 0 ( )
1 1

1
E(Jl_—ﬁ).

Ocenjevanje:

— Ideja, da izrazimo f(x,y,z) z u,v,w: 3 tocke.
— Raéun: 3 tocke.

— Nove spremenljivke z mejami: 3 tocke.

—  Fubini: 3 tocke.

— Enojni integrali: 3 tocke.
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2. (25) Obmocje G na sliki 2 naj omejujeta ploskvi z = 22 + 4% in 2> = 2y za 2,y > 0.

/
7
/|
/
1
7
7

06

Sl. 2 Telo G definirano v besedilu naloge.

(15) Izracunajte prostornino telesa G.

Resitev: Integracijsko obmocje bomo najlaZe opisali v cilindricnih koordinatah.
Dano obmocje se pretvori v

H={(ro¢,2):0<¢<1/2,0<r < y/eosgsing,r? < z < ry/cosgsingl.

Vpeljemo nove spremenljivke in dobimo

/dxdydz = /rd¢drdz
G H
Vcos ¢sin g r\/cos ¢sin @
= / dgb/ r- dr/ dz

2

\/cos ¢sin ¢
= / dqﬁ/ r(ry/cos psin ¢ —r?)dr

= / (3 cos® ¢sin? ¢ — i-0032¢s1n2¢)d¢
0

1 /2

= .2
- =) sin”(2¢) d¢

T
192

Ocenjevanje:

— Nove meje pri cilindriénih koordinatah: 3 tocke.
— Jacobian: 8 tocke.

— Notrangi integral: 3 tocke.

—  Sredngi integral: 3 tocke.

—  Rezultat: 3 tocke.
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b. (10) Izra¢unajte
/ ryzdrdydz.
G

Resitev: Racunamo podobno kot v a.

/xyzdxdydz = /T‘Qcos¢sind>-z-rdd>drdz
G H

/2 \/cos ¢sin ¢ ry/cos ¢sin ¢
= / cosqﬁsinqbdqﬁ/ T3-d7’/ zdz
0 0 r

2

1 71’/2 \/W

= 5/ cos¢sin¢d¢/ r3(r® cos psin ¢ — rt) dr
0 0

11
= —.— cos” ¢psin” ¢ do

224 J,
1
~ 48 60

Ocenjevange:

— Nove meje pri cilnidriénih koordinatah: 2 tocki.
— Jacobian: 2 tocki.

— Notrangi integral: 2 tocki.

—  Sredngi integral: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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3. (25) Na sliki 3a je torus s polmeroma a in b z a < b. Prerez torusa z xz ravnino je
na sliki 3b.

Sl. 3a Torus. Sl. 3b Presek torusa z xzz-ravinino.

a. (10) Izracunajte maso torusa pod privzetkom, da je masna gostota konstantna
in enaka p.

Namig: V cilindri¢nih koordinatah bo veljalo

b—Va?2—22<r<b+Va%—22.

Resitev: Uvedemo cilindricne koordinate. Pri dani visini z mora biti
b—vVa2—22<r<b++va?—22.

Racunamo

m = p/ drdydz
T

2T a b++va2—22
= p/ d¢/ dz rdr
0 —a b—va2—22

5 “ d r? bivar—z2
o By “ Y l-var—2

= 27rp/ dz2bvVa? — 22 dz
—a
/2
= 47rbp/ Va2 — a?sin® uacosudu
—7/2

w/2
= 47ra26,0/ cos® u du
—m/2

T
= 4ra’bp—

ma”bp
= 271%a%bp.

Ocenjevanje:



Matematika 2, 2002/2002, G. AndraSec, M. Perman

— Cilindriéne koordinate: 2 tocki.
— Meje: 2 tocki.

— Jacobijeva determinanta: 2 tocki.
— Notrangi integral: 2 toéki.

— Ostalo integriranje in rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izra¢unajte masni vztrajnostni moment torusa okrog osi z, torej

I.,= p/ (% +y*) dedydz.
T

Namig: Kot znano vzemite f:/i? costudu = 37/8.

Resitev: Kot prej wvedemo cilindricne koordinate. Racunamo

I, = p/(x2+y2)dxdydz

b+va?—22
= p/ dqﬁ/ dz/ r3dr
b—va2—22

— 9 d Y v ?
o TP Z b—Va2—22

= 47rbp/ (bZ\/a2 — 22+ (a® — 2*)Va? — 22) dz

w/2
= 47rabp/ (ab2 cosu + a’ cos® u) cosu du

—m/2
rab®  3ma®
= dmabp | ——
Tabp 5 + 3
2b
= TEP (4 + 30%)
3a?
= b+ —
m + 1

Ocenjevanje:

—  Cilindriéne koordinate: 3 tocke.

— Meje: 3 tocke.

— Uvedba novih spremenljivk v integrand in Jacobi: 3 tocke.
— Notrangi integral: 3 tocke.

—  Ostali integrali in rezultat: 3 tocki.
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4. (25) Predpostavite, da je zemlja okrogla in ima masno gostoto p(z,y,z), ki je
odvisna le od oddaljenosti od sredisca, torej

plr,y,z) = p(r) = p(v/22 + y* + 2%).

a. (10) Naj bo polmer zemlje enak R. Oznacite ¢ = fOR r?p(r) dr. Pokazite, da je
masa m, zemlje enaka 4rc.

Resitev: Uvedemo krogelne koordinate. Dobimo

m, = / p(xayaz) drdydz
K

S

2 ™ R
= / do / sin 6 d6 / p(r) ridr
0 0 0

2r-2-¢

4dre.

Ocenjevange:

— Integral v kartezijskih koordinatah: 2 tocki.
— Ideja s krogelnimi koordinatami: 2 tocki.
— Uvedba novih spremenlyivk: 2 tocki.

—  Fubini: 2 tocki.

—  Rezultat: 2 tocki.

b. (15) Sila, ki deluje na masno tocko z maso m na vigini A nad povrsjem zemlje,
je enaka,
(R+h—2z)p(z,y,2)
F=mk drdydz.
" /K @+ 2+ (R+h—z2pr Y

Pokazite, da se vedno velja Newtonov sklep: sila na masno tocko je taksna, kot
da bi celotno maso zemlje strnili v srediscu.

Resitev: 'V zgornji integral uwvedemo krogelne koordinate. Racunamo

(R+h—2)p(z,y,2)
F = dady d
/K (22 4+ y?+ (R+h — 2)?)3/? rayas

27 R T :
R+ h—rcosf)sinf
= d “p(r)d ( .
/0 ¢/0 relr) r/o (2 + (R+ h)2 — 2r(R + h) cos 0)°72

Izracunajmo notrangi integral. Uvedimo najprej novo spremenljivko cosf = u,
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potem pa Se t =1r* + (R + h)*> — 2r(R + h)u. Dobimo

/7r (R+h—rcosf)siné 49
o (r2+ (R+h)?2—=2r(R+ h)cosf)>3/?

B /1 R+h—ru du
) (PP (R+R)2—2r(R+ h)u)3/?

B 1 /m“*W(R+hP—r?+Qﬂ
N 2T(R + h>2 (R+h77')2 t3/2
1

= STRIe ( — (R + )2 — )2 2t1/2‘(R+h+r)2>

2r(R + h) (R+h—r) (R+h—r)?
1
- (4r+4
T EEARRY,
. 2
 (R+h)?
Sledi
R ) 9
F:km-27r-/0 r p(r)dr-m
ali
_ kmm,
(R+h)?

Newtonov sklep velja.
Ocenjevanje:

—  Krogelne koordinate: 2 tocki.
—  Fubini: 2 tocki.

— Per partes: 2 toéki.

— Notrangi integral: 2 toéki.

— Sklep: 2 tocki.



