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Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve

na papirju, kjer so naloge. Nalog je 5, vsaka ima dva dela, ki sta vredna po 10 to�ck,

torej skupaj 20 to�ck. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Naj bo f : (0; a)� (0; 1)! R zvezna in omejena funkcija. Preslikava � naj bo

dana z

�

1

(u; v) = u+ v in �

2

(u; v) =

u

u+ v

:

a. (15) (10) Naj bo H = f(u; v) : 0 < u + v < a; b < u=(u + v) < cg in G =

(0; a)� (b; c) za a > 0 in 0 < b < c < 1. Poka�zite, da je

Z

G

f(x; y)

e

�x

q

y(1� y)

dx dy =

Z

H

f(u+ v;

u

u+ v

)

1

p

uv

e

�(u+v)

du dv :

Re�sitev: Najprej potrebujemo J

�

(u; v). Dobimo

J

�

(u; v) = det

 

1 1

v=(u+ v)

2

�u=(u+ v)

2

!

= �

1

u+ v

:

Ostanek je preprost. V integralu na desni nadomestimo x z u+v in y z u=(u+v),

pomno�zimo z jJ

�

(u; v)j in dobimo integral na levi. Podro�cje H je �ze tako izbrano,

da ga preslikava � \prenese" v G.

Ocenjevanje:

{ Ideja kaj so nove spremenljivke: 3 to�cke.

{ Jacobijeva determinanta: 3 to�cke.

{ Pravilna vpeljava novih spremenljivk: 3 to�cke.

{ Preverjanje, da se obmo�cja pravilno preslikajo: 3 to�cke.

{ Fubinijev izrek: 3 to�cke.

b. (10) Naj bo f(x; y) = x

2

y. Izra�cunajte

lim

a!1

lim

b!0

lim

c!1

Z

G

f(x; y)

e

�x

q

y(1� y)

dx dy :

Re�sitev: Iz a. dela naloge dobimo

Z

G

f(x; y)

e

�x

q

y(1� y)

dx dy =

Z

H

f(u+ v;

u

u+ v

)

1

p

uv

e

�(u+v)

du dv :

Ta zadnji integral po Fubinijevem izreku \razpade" na produkt

�

Z

a

0

x

2

e

�x

dx

�

 

Z

c

b

s

y

1� y

dy

!

:

Ko a ! 1, dobimo za prvi integral �(3) =

R

1

0

x

3�1

e

�x

dx = 2 in ko b ! 0 in

c! 1 dobimo

Z

1

0

s

y

1� y

dy = B(3=2; 1=2) =

�(3=2)�(1=2)

�(1)

=

�

2

:

Ocenjevanje:

{ Vpeljava novih spremenljivk: 2 to�cki.

{ Fubinijev izrek: 2 to�cki.

{ Notranji integral: 2 to�cki.

{ Zunanji integral: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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2. (25) Obmo�cje G naj omejujeta ploskvi z = x

2

+ y

2

in z

2

= xy za x; y � 0.

a. (15) Izra�cunajte volumen podro�cja G.

Re�sitev: Integracijsko obmo�cje bomo najla�ze opisali v cilindri�cnih koordinatah.

Dano obmo�cje se pretvori v

H = f(r; �; z) : 0 � � � �=2; 0 � r �

q

cos � sin�; r

2

� z � r

q

cos� sin�g :

Vpeljemo nove spremenljivke in dobimo

Z

G

dV =

Z

H

r d� dr dz

=

Z

�=2

0

d�

Z

p

cos � sin�

0

r � dr

Z

r

p

cos� sin�

r

2

dz

=

Z

�=2

0

d�

Z

p

cos � sin�

0

r(r

q

cos� sin�� r

2

) dr

=

Z

�=2

0

(

1

3

� cos

2

� sin

2

��

1

4

� cos

2

� sin

2

�) d�

=

1

48

Z

�=2

0

sin

2

(2�) d�

=

�

192

Ocenjevanje:

{ Nove meje pri cilindri�cnih koordinatah: 3 to�cke.

{ Jacobian: 3 to�cke.

{ Notranji integral: 3 to�cke.

{ Srednji integral: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.

b. (10) Izra�cunajte

Z

G

xyz dV :

Re�sitev: Ra�cunamo podobno kot v a.

Z

G

xyz dV =

Z

H

r

2

cos� sin� � z � r d� dr dz

=

Z

�=2

0

cos � sin� d�

Z

p

cos� sin�

0

r

3

� dr

Z

r

p

cos � sin�

r

2

z dz

=

1

2

Z

�=2

0

cos� sin� d�

Z

p

cos� sin�

0

r

3

(r

2

cos � sin�� r

4

) dr

=

1

2

�

1

24

Z

�=2

0

cos

5

� sin

5

� d�

=

1

48

�

1

60

:

Ocenjevanje:
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{ Nove meje pri cilnidri�cnih koordinatah: 2 to�cki.

{ Jacobian: 2 to�cki.

{ Notranji integral: 2 to�cki.

{ Srednji integral: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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3. (25) Naj bo H telo, ki ga omejujejo ravnine x = 2, y = 0, y = 1 in paraboli�cni valj

z

2

= x, gostota mase pa naj bo �(x; y; z) = �

0

� z za primerno konstanto z.

a. (10) Izra�cunajte maso telesa H.

Re�sitev: Pribli�zni obrisi telesa H so na spodnji sliki.

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

Obrisi telesa H

y

z

Sl. 1 Obrisi telesa H.

Za izra�cun mase si pomagamo s Fubinijevim izrekom. Izra�cunati moramo integral

Z

H

�

0

� z dx dy dz = �

0

Z

1

0

dy

Z

1

0

dx

Z

p

x

0

z dz

= �

0

Z

1

0

x

2

dx

=

�

0

4

Ocenjevanje:

{ Ideja s Fubinijem: 2 to�cki.

{ Vrstni red pri Fubiniju: 2 to�cki.

{ Posamezni integrali: 4 to�cke.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (15) Izra�cunajte masni vztrajnostni moment I

xx

telesa H okrog osi x.
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Re�sitev: Ra�cunamo

I

zz

=

Z

H

(x

2

+ y

2

) � �(x; y; z) dx dy dz

= �

0

Z

1

0

dy

Z

1

0

dx

Z

p

x

0

(x

2

+ y

2

) � z dz

= �

0

Z

1

0

dy

Z

1

0

(x

2

+ y

2

) �

x

2

dx

= �

0

Z

1

0

dy (

1

8

+

y

2

4

) dy

= �

0

(

1

8

+

1

12

)

= �

0

5

24

Ocenjevanje:

{ Formula za I

zz

: 3 to�cke.

{ Ideja s Fubinijem: 3 to�cke.

{ Vrstni red pri Fubiniju: 3 to�cke.

{ Posamezni integrali: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.
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4. (25) Naj bo S ploskev, ki jo iz ploskve z =

p

x

2

+ y

2

izre�ze valj x

2

+ y

2

= 2ax.

a. (10) Izra�cunajte povr�sino ploskve S.

Re�sitev: Povr�sino ploskve, ki je graf dane funkcije, izra�cunamo po formuli

P =

Z

G

q

1 + f

2

x

+ f

2

y

dx dy :

V na�sem primeru je f(x; y) =

p

x

2

+ y

2

in G = f(x; y) : x

2

+ y

2

� 2axg. Uvedli

bomo �se polarne koordinate. Dobimo

Z

G

q

1 + f

2

x

+ f

2

y

dx dy =

Z

G

p

2 dx dy

=

p

2 � � � a

2

Integriranje niti ni potrebno, saj integriramo konstantno funkcijo po obmo�cju, ki

je krog s polmerom a.

Ocenjevanje:

{ Formula za povr�sino: 2 to�cki.

{ Meje za polarne koordinate: 2 to�cki.

{ Fubini: 4 to�cke.

{ Rezultat: 2 to�cki.

{ Opomba: To�cke po presoji, �ce kdo ugane.

b. (15) Izra�cunajte

I =

Z

S

(xy + xz + yz) dS :

Re�sitev: Uvedemo polarne koordinate in ra�cunamo

I =

p

2

Z

�=2

��=2

d�

Z

2a cos�

0

(r

2

cos� sin�+ r cos� � r + r sin� � r) � r dr

=

p

2

Z

�=2

��=2

4a

4

(cos

5

� sin�+ cos

5

�+ cos

4

� sin�) d�

= 8

p

2a

4

Z

1

0

(1� u

2

)

2

du

= 8

p

2a

4

�

8�

15

=

64

p

2a

4

15

Dva od zgornjih integralov odpadeta, ker je funkcija, ki jo integriramo, liha na

simetri�cnem intervalu.

Ocenjevanje:
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{ Vstavljanje v formulo: 3 to�cke.

{ Polarne koordinate in Jacobian: 3 to�cke.

{ Fubini: 3 to�cke.

{ Integriranje: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.
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