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Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve

na papirju, kjer so naloge. Nalog je 5, vsaka ima dva dela, ki sta vredna po 10 to�ck,

torej skupaj 20 to�ck. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Preslikava �: (0;1)� (0;1)! R

2

naj bo dana z

�

1

(u; v) =

r

u

v

in �

2

(u; v) =

p

uv :

a. (15) Naj bo G = f(x; y) : a � xy � b; c � y=x � dg za 0 < a < b in 0 < c < d.

Poka�zite, da za poljubno integrabilno funkcijo f : G! R velja

Z

G

f(x; y) dx dy =

Z

b

a

du

Z

d

c

f(

r

u

v

;

p

uv) �

1

2v

dv :

Re�sitev: Iz besedila naloge sledi, da moramo uvesti novi spremenljivki u in v,

torej

x = �

1

(u; v) in y = �

2

(u; v) :

Izra�cunajmo najprej Jacobijevo determinanto:

J

�

(u; v) = det

0

@

1

2

p

uv

�

p

u

2v

p

v

p

v

2

p

u

p

u

2

p

v

1

A

=

1

2v

:

Zlahka se prepri�camo, da preslikava � \prenese" pravokotnik Q = [a; b] � [c; d]

v podro�cje G, zato po pravilu za vpeljavo novih spremenljivk v integral funkcije

dveh spremenljivk velja

Z

Q

f(

r

u

v

;

p

uv) �

1

2v

du dv =

Z

G

f(x; y) dx dy :

Uporabimo �se Fubinijev izrek in integral pretvorimo na �zeleno obliko.

Ocenjevanje:

{ Ideja kaj so nove spremenljivke: 3 to�cke.

{ Jacobijeva determinanta: 3 to�cke.

{ Pravilna vpeljava novih spremenljivk: 3 to�cke.

{ Preverjanje, da se obmo�cja pravilno preslikajo: 3 to�cke.

{ Fubinijev izrek: 3 to�cke.

b. (10) Izra�cunajte

Z

G

y

3

x

� e

�y(x

2

+y

2

)=x

dx dy :

Re�sitve: Uporabimo a. del naloge in ra�cunamo

Z

G

y

3

x

� e

�y(x

2

+y

2

)=(2x)

dx dy =

Z

b

a

du

Z

d

c

uv

2

e

�(u+uv

2

)

�

1

2v

dv

=

1

4

Z

b

a

du

Z

d

c

2uve

�u(1+v

2

)

dv

=

1

4

Z

b

a

(e

�(1+c

2

)u

� e

�(1+d

2

)u

) du

=

(e

�(1+c

2

)a

� e

�(1+c

2

)b

)

4(1 + c

2

)

�

(e

�(1+d

2

)a

� e

�(1+d

2

)b

)

4(1 + d

2

)

:

Ocenjevanje:

2
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{ Vpeljava novih spremenljivk: 2 to�cki.

{ Fubinijev izrek: 2 to�cki.

{ Notranji integral: 2 to�cki.

{ Zunanji integral: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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2. (25) Obmo�cje G naj omejujeta ploskvi x

2

+ y

2

+ z

2

= R

2

in x

2

+ y

2

= R(R � 2z)

za z � 0.

a. (15) Izra�cunajte volumen podro�cja G.

Re�sitev: Prerez obmo�cja G z xz ravnino je na spodnji sliki. Gre za obmo�cje, ki

le�zi med zgornjo polovico krogle in grafom funkcije g(x; y) = (R� (x

2

+y

2

)=R)=2

nad obmo�cjem D = f(x; y) : x

2

+ y

2

� R

2

g.
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Prerez telesa G z ravnino xz

x

z

Sl. 1 Prerez G in xz-ravnine.

Nalogo lahko re�simo na ve�c na�cinov. Tukaj jo bomo re�sili tako s cilindri�cnimi

kot s krogelnimi koordinatami.

� Cilindri�cne koordinate (la�zja varianta):

�

Ce vpeljemo cilindri�cne koordinate, po-

dro�cje preide v

H = f(r; �; z) : 0 � r � R; 0 � � � 2�; (R� r

2

=R)=2 � z �

p

R

2

� r

2

g

Integral preide v

Z

G

dV =

Z

2�

0

d�

Z

R

0

dr

Z

p

R

2

�r

2

(R�r

2

=R)=2

r � dz

= 2� �

Z

R

0

r � (

p

R

2

� r

2

� (R� r

2

=R)=2) dr

= 2� �

�

�

1

3

(R

2

� r

2

)

3=2

+

R

8

(R� r

2

=R)

2

�

�

�

�

R

0

= 2� � (R

3

=3� R

3

=8)

=

5�R

3

12

:
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� Krogelne koordinate (te�zja varianta): Integral preide v

Z

G

dV =

Z

2�

0

d�

Z

�=2

0

sin � d�

Z

R

R=(1+cos �)

r

2

dr

= 2� �

R

3

3

Z

�=2

0

sin �

 

1�

1

(1 + cos �)

3

!

d�

=

2�R

3

3

 

� cos � �

1

2(1 + cos �)

2

!

�

�

�

�=2

0

=

2�R

3

3

� (1�

3

8

)

=

5�R

3

12

Ocenjevanje:

{ Nove meje pri novih koordinatah: 3 to�cke.

{ Jacobian: 3 to�cke.

{ Notranji integral: 3 to�cke.

{ Srednji integral: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.

b. (10) Izra�cunajte

Z

G

x

2

z dV :

Re�sitev: Podobno kot prej lahko uvedemo cilindri�cne ali krogelne koordinate.

� Cilindri�cne koordinate (la�zja varianta): Integral preide v

Z

G

z dV =

Z

2�

0

d�

Z

R

0

dr

Z

p

R

2

�r

2

(R�r

2

=R)=2

r

2

cos

2

�z � r � dz

=

Z

2�

0

cos

2

� d�

Z

R

0

r

3

�

1

2

(R

2

� r

2

� (R� r

2

=R)

2

=4) dr

=

�

2

(

R

6

12

�

R

6

96

)

=

�R

6

192

:

� Krogelne koordinate (te�zja varainta):
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Z

G

x

2

zdV =

Z

2�

0

d�

Z

�=2

0

d�

Z

R

R=(1+cos �

r

2

sin

2

� cos

2

� � r cos � � r

2

sin � dr

=

Z

2�

0

cos

2

� d�

Z

�=2

0

sin

3

� cos � d�

Z

R

R=(1+cos �)

r

5

dr

= � �

R

6

6

Z

�=2

0

sin

3

� cos �

 

1�

1

(1 + cos �)

6

!

d�

=

�R

6

6

Z

1

0

(1� u

2

)u(1�

1

(1 + u)

6

) du

=

�R

6

6

Z

2

1

(2v � v

2

)(v � 1)(1�

1

v

6

) dv

=

7�R

6

6 � 32

Ocenjevanje:

{ Nove meje pri novih koordinatah: 2 to�cki.

{ Jacobian: 2 to�cki.

{ Notranji integral: 2 to�cki.

{ Srednji integral: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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3. (25) Cilinder H = f(x; y; z) : x

2

+ y

2

� a

2

; 0 � z � hg naj ima gostoto mase enako

�(x; y; z) = y

2

+ z

2

.

a. (10) Izra�cunajte maso cilindra.

Re�sitev: Uvedemo cilindri�cne koordinate in dobimo

m =

Z

H

�(x; y; z) dV

=

Z

h

0

dz

Z

2�

0

d�

Z

a

0

(r

2

sin

2

�+ z

2

) � r dr

= (h � � �

a

4

4

+ 2� �

h

3

3

a

2

2

)

Ocenjevanje:

{ Meje za cilindri�cne koordinate: 2 to�cki.

{ Jacobian: 2 to�cki.

{ Notranji integral: 2 to�cki.

{ Srednji integral: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (15) Izra�cunajte masni vztrajnostni moment I

zz

cilindra H okrog osi z.

Re�sitev: Izra�cunati je potrebno

I

zz

=

Z

H

(x

2

+ y

2

) � �(x; y; z) dV

=

Z

h

0

dz

Z

2�

0

d�

Z

a

0

r

2

� (z

2

+ r

2

sin

2

�) � r dr

=

2�h

3

3

a

4

4

+ h�

a

6

6

Ocenjevanje:

{ Formula za I

xx

: 3 to�cke.

{ Meje za cilindri�cne koordinate in Jacobian: 3 to�cke.

{ Notranji integral: 3 to�cke.

{ Srednji integral: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.
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4. (25) Ploskev S naj bo de�nirana z z =

1

2

(x

2

+ y

2

) za 0 � z � 1.

a. (10) Izra�cunajte povr�sino ploskve S.

Re�sitev: Povr�sino ploskve, ki je graf dane funkcije, izra�cunamo po formuli

P =

Z

G

q

1 + f

2

x

+ f

2

y

dx dy :

V na�sem primeru je f(x; y) = (x

2

+ y

2

)=2 in G = f(x; y) : x

2

+ y

2

� 2g. Uvedli

bomo �se polarne koordinate. Dobimo

Z

G

q

1 + f

2

x

+ f

2

y

dx dy =

Z

G

q

1 + x

2

+ y

2

dx dy

=

Z

2�

0

d�

Z

p

2

0

p

1 + r

2

� r dr

= 2� �

1

3

(1 + r

2

)

3=2

�

�

�

p

2

0

=

2�

3

� (3

3=2

� 1)

Ocenjevanje:

{ Formula za povr�sino: 2 to�cki.

{ Meje za polarne koordinate: 2 to�cki.

{ Fubini: 4 to�cke.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (15) Izra�cunajte

Z

S

z dS :

Re�sitev: Uvedemo polarne koordinate in upo�stevamo, da je z = r

2

=2 in dobimo
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Z

S

z dS =

Z

G

z �

q

1 + f

2

x

+ f

2

y

dx dy

=

Z

2�

0

d�

Z

p

2

0

r

2

2

p

1 + r

2

� r dr

= 2� �

Z

p

2

0

p

1 + r

2

�

r

3

2

dr

= � �

Z

2

0

p

1 + u �

u

2

du Substitucija : r

2

= u

= � �

1

2

�

Z

3

1

p

v(v � 1) dv Substitucija : u+ 1 = v

= � �

1

2

� (

2

5

v

5=2

�

2

3

v

3=2

)

�

�

�

3

1

= � �

1

2

� (

2

5

(9

p

3� 1)�

2

3

(3

p

3� 1))

= � � (

4

p

3

5

+

2

15

)

Ocenjevanje:

{ Vstavljanje v formulo: 3 to�cke.

{ Polarne koordinate in Jacobian: 3 to�cke.

{ Fubini: 3 to�cke.

{ Integriranje: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.
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