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Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite reSevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Nalog je 5, vsaka ima dva dela, ki sta vt po 10 tock,
torej skupaj 20 tock. Na razpolago imate 90 min.
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1. (20) Za (z,y,z) # (0,0,0) definirajmo funkcijo

k
f(xayaz)__W'

Naj bo F = grad(f).

a. (10) Krivulja C v R? naj bo dana s koordinatnimi funkcijami

z(t) =sintcost y(t) = sin®t in z(t) = cost

/Fdr.
c

Resitev: Izracunati je potrebno integral

za 0 <t <. Izracunajte

/0 (Fid + Fyy + F3) dt.

Izracunamo
—kx
Fl(xayaz) = (x2+y2+22)3/2
FZ(xayaz) = (!L‘2+y2+2’2)3/2
—kz
F3(xayaz) =

(.1'2 + y2 + 22)3/2 ’

Zlahka se prepricamo, da je z*(t) + y*(t) + y*(t) = 1, tako da zgornji integral
postane

—k/ (sint cost(cos®t — sin®t) + 2sin*tsint cost — costsint)dt = 0,
0

ker je izraz v oklepaju enak 0. Opomba: Vektorsko polje F je potencialno, zato

je integral enak razliki vrednosti funkcije f v zacetni in konéni tocki, kar je 0.
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b. (10) Izracunajte pretok vektorskega polja F skozi zgornjo polovico povrsine

krogle s srediscem v izhodis¢u in polmerom 1. Normala naj kaze iz krogle.

Resitev: Poiskati moramo primerno parametrizacijo zgornje polovice pouvrsine
krogle. Ena moZnost je

®(u,v) = (sinv cos u, sin v sin u, cos v)”
2a 0 <u<2min0<ov<m7/2. S predavanj vemo, da je
T

®, x &, = —sinwv(sinv cosu, sinvsinu, cosv)”
ki pa je normala, ki kaZe v kroglo in jo moramo zato pomnoZziti z -1. Torej je
2m w/2
/F-dS - —k/ du/ sinvdy = —2rk .
S 0 0
Pri tem smo upostevali, da je
Fi(® (u,v), ®a(u,v), P3(u,v)) = —k cosusinv

in podobno za F; in F3.

2. (20) Naj bosta F in G vektorski polji na neki odprti mnozici G C R®.

a. (10) Dokazite, da je

div(Fx G) =G -rot F —F -rot G .

Resitev: Nalogo resimo tako, da izracunamo levo in desno stran zgornje enakosti
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n ugotovimo, da sta enaki.

8(F2G3 — F3G2) I 8(F3G1 — F1G3) i 8(F1G2 — FQGI)

div(F x G) = o o e
= GG - TGl - T GG - G
0G5  0Gs 0G,  0G; 0Gy  0G,

(3 T2y p Tt T8y 2 P
i oy 8z) ] 0z 8:1:) 5( ox 8y)
= G-rotF —F -rotG.

b. (10) Naj bo v a. vektorsko polje G potencialno, torej G = grad g za neko
zvezno odvedljivo funkcijo g. Kako se poenostavi zgornja formula?

Resitev: Ce je polje G potencialno, je rot(G) = 0, tako da v zgornji formuli
ostane samo prvi élen.

3. (20) Naj bo na R® dano vektorsko polje F = yzi + zzj + zyk.

a. (10) Naj bo K = [0, 1] x [0,1] x [0, 1]. Izracunajte pretok F skozi ploskve K, ki
lezijo v koordinatnih ravninah. Za normalo si vedno izberite vektor, ki kaze v
smeri ene od koordinatnih osi.

Regitev: Izracunajmo najprej pretok skozi ploskev S1, ki lezi v xy—ravnini. Nor-
mala na to ploskev je k in dobimo

1
/ FdS= [ zydedy=-.
S1 Q1 4
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Pri tem je Q1 = [0,1] x [0,1], integral na desni pa zlahka izracunamo po Fu-
binyjevem izreku. Upostevali smo tudi, da je dS = kdx dy. Popolnoma na enak
nacin izracunamo Se pretok skozi ostali dve ploskvi. Koncni rezultat je %.

b. (10) Z uporabo Gaussovega izreka izracunajte pretok vektorskega polja F skozi
ploskev, ki je graf funkcije z = f(z,y) = 1 —  — y na obmocju G = {(z,y): x >
0,y > 0,0 <x+y < 1}. Za normalo si izberite vektor n = (1/v/3,1/v/3,1//3).

Regitev: Z odvajanjem ugotovimo div(F) = 0. Po Gaussovem izreku je potem

/ FdS:/ div(F) dz dy dz =0,
OA A

kjer je A piramida, ki jo omejujejo dana ploskev in koordinatne ravnine. Pretok
skozi dano ploskev je torej enak pretoku skozi ostale tri ploskve z nasprotnim
predznakom. Izracunajmo recimo pretok skozi G, ki je ena od ploskev piramide.
Normala je zdaj —k in tako

FdS Y [ ey d !
JFas=- [ ar [ eydy=—gp.

Zaradi simetrije je pretok enak skozi ostali dve ploskvi piramide in je tako iskani

pretok enak —3 - ;—i = %.

4. (20) Naj bo F = yi — xj + zk in naj bo ploskev S del povrsine krogle s polmerom
R, ki lezi v delu R?, v katerem so vse tri koordinate nenegativne.

a. (10) Izracunajte

Fdr
88

z uporabo Stokesovega izreka. Za normalo si izberite tisto, ki kaze iz krogle.

Resitev: Izracunamo najprej

OFy _ OFy 0
38 BaFZ

J— 1 3 —
o> Fy -9

9r oy
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Naglaze je izracunati ploskovni integral, ce ploskev predstavimo kot graf funkcije

f(z,y) = VR?> — 22 — 4% na obmocju G = {(z,y): 2> +y?> < R*,x > 0,y > 0}.
Dobimo
R’m

thS:—Z/d dy = — 2T
/Sro() ny 5

. (10) Preverite rezultat v a. tako, da krivuljni integral

Fdr
88

izracunate direktno.
Resitev: Krivuljni integral je sestavljen iz treh delov. Najprej izracunajmo del

krivuljnega integrala v xy—ravnini. Primerna parametrizacija cetrtine kroga s
polmerom R je

z(t) = Rcost y(t) = Rsint in 2(t) =0
za 0 <t <m7/2. Izracunamo
/07T/2(—]%2 sin?t — R%cos®t) dt = —RTZW :
Podobno dobimo za del krivulje v yz—ravnini parametrizacijo
z(t) =0 y(t) = Rcos(t) in z(t) = Rsint
in je zato krivuljni integral po tem delu

/2 R?
/ R2sintcostdt:—7.
0

Nazadnge dobimo Se za del krivulje v del v xz—ravnini parametrizacijo
z(t) = Rsint y(t)y=0 in 2(t) = Rcost

in krivulyne integral
w/2 R?
— R%ostsintdt:?.
0

Ko sestejemo wvse tri dele dobimo —%. Parametrizacija je vedno taka, da del

krivulje pretecemo tako, da je ploskev na levi (pri izbrani normali).



Matematika 3, Letni semester 1995/96, M. Perman 7

5. (20) V Eulerjevih ena¢bah za idealno tekoc¢ino smo srecali izraz
Ly-V=VV.V,

pri ¢emer je VV matrika z

Vi

Tukaj je (21,72, 23) = (2,9, 2).

a. (10) Dokazite, da je

1
VV-V:§grad(V-V)—V><rotV.

Resitev: Na predavanjgih smo V'V oznacili z Ly. Enakost preverimo po kompo-
nentah. Tako leva, kot desna stran enacbe sta namrec vektorja. Prva komponenta
na levi je enaka

A% oV oV
Ly 4 Dy, My,

ox dy 0z
Izracunajmo Se prvo komponento %grad(V - V), torej odvajamo parcialno po x.
Dobimo A% oV oV-
1 2 3
8xv1+ 8xv2+ 61;‘/3'

Nazadnge izracunagmo Se prvo komponento V x rot V. Dobimo

oV, oWy ovi 0V

V2or ~ o) TV )

Ko sestejemo prvi komponenti vektorjev na desni, dobimo prvo komponento vek-
torja na levi. Podobno preverimo enakost za ostale komponente.

b. (10) Zapisite Eulerjeve enacbe za stacionarni tok idealne tekocine, ¢e privzamete,
da je V =grad ¢ za
(z,y, 2) = —ka?.

Namig: Uporabite a., tudi ¢e ne znate dokazati.



Matematika 3, Letni semester 1995/96, M. Perman

Resitev: Pri stavionarnem toku je %—Y = 0 in rot(V) = 0, ker je V gradient

neke funkcije. Uporabimo a. in dobimo, da je
pF — grad(p) = £ grad(V - V),
kar se, ¢e upostevamo Se, kaj je ¢ poenostavi v

pF — grad(p) = p(4k>z,0,0)" .



