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Ime in priimek: Letnik:
Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite reSevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Nalog je 5, vsaka ima dva dela, ki sta vredna po 10 tock,
torej skupaj 20 tock. Na razpolago imate 90 min.

Naloga | a. b. Skupaj
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1. (25) Vektorsko polje na R® naj bo dano z
F = (ycos(zy) + z cos(xz), x cos(zy) + z cos(yz), x cos(xz) + ycos(yz)) .
a. (15) Preverite, da je polje potencialno in izra¢unajte potencial.
Regitev: Nagjprej izracunamo rot(F). Dobimo

cos(yz) — yzsin(yz) — cos(yz) + yz sin(yz)
rot(F) = | cos(zz) — zzsin(xz) — cos(xz) + xzsin(zz) | =0.
cos(zy) — xy cos(zy) — cos(zy) + zy sin(xy)

Ker je polje definirano in zvezno odvedljivo na vsem prostoru, je potencialno. a
izracun potenciala imamo ve¢ moznosti. Ena mozZnost je

1
0

1
= / (2xy cos(t?wy) - t + 2zx cos(t’xz) - t + 22y cos(t2zy) - t) dt
0

= sin(zy) + sin(zz) + sin(y=z)

Ocenjevanje:

— Izraéun rotorja: 3 tocke.

— Sklep na podlagi rotorja: 3 tocke.

— Nastavek za izradun potenciala: 3 tocke.
— Integriranje: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.

b. (10) Naj bo C krivulja dana parametricno z r(t) = (cost,sint,costsint) za
0 <t <. Izracunajte

/ F dr in / rot(F) dr.
c c

Resitev: Za izracun imamo veé moznosti. Najpreprostejsa je ta, da uporabimo
a. in ugotovimo

| F dr = o(x(m) = 6(x(0)) = 0.
Drugi integral je 0, ker je rot(F) = 0.

Ocenjevanje:

— Ideja s potencialom: 5 tock.
—  Vstavljanje: 3 tocke.
— Integral z rotorjem: 3 tocke.

— Alternativne reditve: Po presoji.
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2. (25) Naj bo P “cetrtinka” krogle P = {(x,y,2): 2>+ y* + 2> < 1,2 > 0,y > 0} in

naj bo dana ploskev 8 = {(z,y,2): 22 + y?> + 2> = 1,2 > 0,y > 0}. Vektorsko polje
na R? naj bo dano z F = (22, 22, y?).

a. (15) Izracunajte

F dr,
a8

kjer za n izberemo vektor, ki kaze iz telesa P.

Resitev 1: Izracunajmo najprej krivulyni integral po delu poti v xz-ravnini. Para-
metrizacija tega dela je r(t) = (sint,0,cost) za 0 <t < . Vstavimo in dobimo

11:/ —cos®tdt =0.
0

Izracunamo Se integral po delu krivulje v yz-ravnini. Ustrezna parametrizacija
jer(t) = (0,sint,—cost) za 0 < t < . Dobimo

™ 4
I, :/ sin*tdt = — .
0 3

Celoten pretok je 4/3.

Ocenjevanje:

— Razbitje integrala na tri dele: 3 tocke.
— Parametrizacija vsakega dela: 3 tocke.
— Pravilno vstavljanje: 3 tocke.

— Integral po vsakem delu: 3 toéke.

— Rezultat: 3 tocke.

Regitev 2: Izra¢unamo rot(F) = (2y, 2z, 2x). Vemo, da je krivuljni integral enak
pretoku rotorja, ne glede na to, katero ploskev “napnemo” na krivuljo. Na sliki
1 je ploskev § in ploskev, ki si jo lahko i1zberemo namesto nje.



Matematika 3, 1998/99, M. Perman, J. Prezelj
Ploskev S

Ploskev napeta na isti rob kot S
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Sl. 1 Dve mozni ploski, ki ju lahko “napnemo” na 0S.

Ugotovimo, da je

Fdr = / rot(F)dsS.
as s

Oglejmo si najprej del povrsine krhlja v xz-ravnini. Normala je (0,1,0) in do-
bimo za pretok formulo

/8130 L rot(F)dS =/

72422<1,2>0

(22) dzdz.

Zaradi simetrije je integral enak 0. Za povrsino krhlja v yz-ravnini vzamemo
normalo (1,0,0) in dobimo

/8 rot(F)ds = /

y2+22<1,y>0

2y dydz .

Z uporabo polarnih koordinat dobimo rezultat 4/3.

Ocenjevanje:

Izraéun rotorja: 3 tocke.
Uporaba Stokesovega izreka: 3 toéke.

Izradun integralov po stranskih ploskvah: 6 tock

Rezultat: 3 tocke.
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b. (10) Izra¢unajte

/FdS
S

Regitev: Najprej izracunamo div(F) = 0. Pretok vektorskega polja skozi ploskev
S je po Gaussovem izreku enak negativnemu pretoku skozi ostali dve ploskvi
(polovici krogov) telesa P v xz-ravnini in yz-ravnini. Oglejmo si nagprej pretok
skozi del OP v xz-ravnini. Za normalo si izberemo (0, —1,0) in dobimo z vpeljavo
polarnih koordinat

/ FdS = / (—2?) dad>
OPNy=0 22+22<1,2>0

™

8

Enak integral dobimo za drugo ploskev, zato je

™

/FdS:—.
S 4

Ocenjevanje:

— Izradun divergence: 2 tocka.
— Sklep s stranskimi ploskvami in Gaussovim izrekom: 2 toéki.
— Izracun pretoka skozi stranske ploskve: j tocke.

— Rezultat: 2 tocki.
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3. (25) Naj bo

D= {(z,y,2): 2> <a y* <V, 22 <}
in naj bo dana ploskev 8 = dD N {2? < a?}. Vektorsko polje na R* naj bo dano z
F = (2% + 2%, ay — zy, 2%x).

a. (10) Izracunajte
/ div(F)dV .
D
Regitev: Nagprej izracunamo div(F) = z+a+2xz. Obmodje integracije je kvader

D = [—a,a] x [=b,b] X [—¢,c]. Rac¢unamo

/ (x +a+2zz)dedydz = a-8abc
D

= 8a’be

Uporabili smo dejstvo, da je konstantni c¢len edini, ki se ne integrira v 0.
Ocenjevanje:

— Izradun divergence: 4 tocke.
— Nastavek za integral: 3 tocke.

— Razultat: 3 tocke.

b. (15) Z uporabo Gaussovega izreka izrac¢unajte

/FdS.
S

Regitev: Ploskev S lahko “zapremo” s stranskima ploskvama kvadra, za kateri je
xr = *+a, kot je prikazano na sliki 2.

Ploskev S za a=3,b=2 in c=1 Ploskvi, s katerima dopolnimo S do povrsine telesa D

Lo
N - T - S TSN
Lo

N - T - S R TSN

Sl. 2 Ploskev S in ploskuvi, s katerima “zapremo” S do OD.
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Pretok skozi celotno povrsino kvadra je po a. in po Gaussovem izreku enak a*be.
Pretok skozi S dobimo tako, da odstejemo pretok skozi dodani ploskvi. Ce je
x = a izberemo za normalo (1,0,0) in za pretok dobimo integral

/ (a® + 2%) dydz.
[=b,b]x[—¢,c]

Ce je © = —a, vzamemo za normalo (—1,0,0) in dobimo enak integral, vendar
z nasprotnim predznakom. Celoten pretok skozi dodani ploskvi je 0, pretok skozi
S pa je tako enak a’be.

Ocenjevanje:

— Ideja z “zapiranjem”: 3 tocke.

— Uporaba Gaussovega izreka: 3 tocke.

— Nastavka za izradun pretoka skozi dodani ploskvi: 3 tocke.
— Izradun pretoka skozi dodani ploskvi: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.
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4. (25) Hitrost stacionarnega (neodvisnega od ¢asa) toka fluida okrog okrogle ovire z
polmerom 1 na obmocju D = {(x,y, z): x*> + y*> > 1} opisuje polje
22 —y?
(22+y?)?
2xy
@2 +y2)2

0

u= —

a. (10) Naj bo ¢(z,y,2) = x4z /(x? +y?) in ¥ (z,y, 2) = y—y/(2* +1y?). Preverite,

da je
u=Vo¢ in u1:8—¢,u2:—6—¢.
ox

dy

Uporabite ta rezultat za izracun div(u).

Regitev: Preverjanje je vaja iz parcialnega odvajanja. Po formuli je

div(u) = %Jr%—?
A B 0?4
 0xdy  Oyox
=0

Upostevali smo, da je vrstni red odvajanja nepomemben.

Ocenjevanje:

— Preverjanje potencialnosti: 2 toéki.
— Preverjanje ostalih odvodov: 2 tocki.
— Ideja za izracun divergence: 4 tocke.

— Rezultat: 2 tocki.
b. (15) S kaksnim pospeskom se fluid giblje v tocki 7°(0,2,0)?
Namig: Izracunagte najprej u(0,2,0).

Regitev: Vstavimo tocko T(0,2,0) in dobimo u(0,2,0) = (5/4,0,0). Izracunati
moramo Vu -u v tocéki T(0,2,0). Racunamo

Qup  dui
8{91 8{9y
— Ouz  Ouz
Vu = ox Oy
0 0 0

“ . . . - 8 .
Pospesek je produkt Vu - u, vendar opazimo, da potrebujemo samo clena - in

%, ker ostali ne nastopajo v produktih. Racunamo

8U1
—(0,2,0) =0
8:1;(,,) ?
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ker je funkcija soda in

3u2 1
—(0,2,0) = ——.
ox (0,2,0) 4
Konéni rezultat je
0
Va-u=|
0

Na sliki 3 so tokovnice, ki pripadajo hitrostnemu polju u.

Tokovnice

_4 — -
| | | | |
-6 -4 -2 0 2 4 6
X
Sl. 3 Tokovnice polja u.
Ocenjevanje:

— Formula za pospesek: 3 tocke.

— Izraéun u: v dani tocki: 3 tocke.

— Izraéun Vu v potrebnih tockah: 3 tocke.
— Mnozenje: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.



