
FAKULTETA ZA STROJNI

�

STVO

Matematika 2

3. kolokvij

13. april 2001

Ime in priimek: Vpisna �st:

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve

na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki sta skupaj vredna 25

to�k. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Povr�sino torusa s polmeroma a in b lahko predstavimo parametri�no s

�(u; v) = ((a+ b os v) osu; (a+ b os v) sinu; b sin v)

za (u; v) 2 [0; 2�℄� [0; 2�℄. Na sliki 1 je povr�sina torusa.

Torus

Sl. 1 Povr�sina torusa.

a. (10) Napi�site ena�bo tangentne ravnine na torus v to�ki T ((a + b=

p

2); (a +

b=

p

2); b)=

p

2.

Re�sitev: Br�z uganemo, da je to�ka T enaka �(�=4; �=4). Normala na torus v

to�ki bo dana z �

u

� �

v

. Ra�unamo

�

u

=

0

�

�(a + b os v) sinu

(a+ b os v) os u

0

1

A

in

�

u

=

0

�

�b sin v os u

�b sin v sin u

b os v

1

A

:

Sledi

�

u

� �

v

= b(a + b os v) � (os u os v; sinu os v; sin v) :

Mimogrede �se opazimo, da je

j�

u

� �

v

j = b(a + b os v) :

Vstavimo u = v = �=4 in dobimo

n = (1=2; 1=2; 1=

p

2) :

Ena�ba tangentne ravnine bo torej

(x� (a+ b=

p

2)=

p

2)=2 + (y � (a+ b=

p

2)=

p

2) + (z � b=

p

2)=

p

2 = 0 :

Oenjevanje:
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{ �

u

: 2 to�ki.

{ �

v

: 2 to�ki.

{ �

u

� �

v

: 2 to�ki.

{ n: 2 to�ki.

{ Ena�ba ravnine: 2 to�ki.

b. (15) Izra�unajte pretok vektorskega polja F = (x; y; 2z) skozi povr�sino torusa.

Re�sitev: Po formuli je

F lux =

Z

G

F � (�

u

� �

v

) du dv

= b

Z

[0;2�℄�[0;2�℄

�

(a + b os v)

2

os v + 2b(a+ b os v) sin

2

v

�

du dv

= 2�b

Z

2�

0

�

a

2

os v + 2ab os

2

v + b

2

os

3

v + 2ab sin

2

v + 2b

2

os v sin

2

v

�

dv

= 2�b � (2�ab+ 2�ab)

= 8�

2

ab

2

:

Oenjevanje:

{ Formula: 3 to�ke.

{ Vstavljanje: 3 to�ke.

{ Fubini: 3 to�ke.

{ Notranji integral: 3 to�ke.

{ Kon�na formula: 3 to�ke.

3



Matematika 2, 2000/2001, M. Perman, D. Rupnik Poklukar

2. (25) Naj bosta u; v : R

3

! R dvakrat zvezno parialno odvedljivi funkiji.

a. (10) Utemeljite, da za vsako obmo�je G v R

3

z gladkim robom velja

Z

G

�u dx dy dz =

Z

�G

ru dS ;

kjer je �u = u

xx

+ u

yy

+ u

zz

.

Re�sitev: Na desni strani je ploskovni integral vektorskega polja F = ru. Po

Gaussovem izreku lahko ta ploskovni integral pretvorimo v trojni integral diver-

gene. Opazimo

div(F) = (u

x

)

x

+ (u

y

)

y

+ (u

z

)

z

= �u :

Trditev zdaj seveda sledi iz Gaussovega izreka.

Oenjevanje:

{ Opa�zanje, da je F = ru: 2 to�ki.

{ Izra�un divergene: 2 to�ki.

{ Citiranje Gaussovega izreka: 2 to�ki.

{ Uporaba Gaussovega izreka: 2 to�ki.

{ Sklep: 2 to�ki.

b. (15) Poka�zite �se, da velja Lagrangeova identiteta

Z

G

(�u � v � u ��v) dx dy dz =

Z

�G

(ru � v � u � rv) dS :

Namig: Kaj je div(ru � v) in div(u � rv)?

Re�sitev: Za vektorsko polje F si izberimo ru � v. Ra�unamo

div(F) = (u

x

v)

x

+ (u

y

v)

y

+ (u

z

v)

z

= u

xx

v + u

x

v

x

+ u

yy

v + u

y

v

y

+ u

zz

v + u

z

v

z

= �u � v +ru � rv :

Podobno dobimo, �e si izberemo G = u � rv

div(G) = u ��v +ru � rv :

Uporabimo Gaussov izrek posebej za polje F in posebej za polje G. Dobimo

Z

�

F dS =

Z

G

(�u � v +ru � rv) dx dy dz

in podobno

Z

�

G dS =

Z

G

(u ��v +ru � rv) dx dy dz :

Integrala od�stejemo in dobimo �zeleno identiteto.

Oenjevanje:

{ Divergena prvega polja: 3 to�ki.

{ Divergena drugega polja: 3 to�ki.

{ Uporaba Gaussovega izreka: 3 to�ki.

{ Ideja z od�stevanjem: 3 to�ki.

{ Sklep: 3 to�ki.
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3. (25) Povr�sino torusa s polmeroma a in b lahko predstavimo parametri�no s

�(u; v) = ((a + b os v) osu; (a+ b os v) sinu; b sin v)

za (u; v) 2 [0; 2�℄ � [��; �℄. Na sliki 2 je del povr�sine torusa za (u; v) 2 [0; �℄ �

[��=2; �=2℄. Ozna�imo ta del ploskve z S. Za normalo si izberite vektor, ki ka�ze iz

torusa.
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Sl. 2 Del povr�sine torusa.

a. (10) Naj bo

F =

(y;�x; 0)

p

x

2

+ y

2

:

S pomo�jo Stokesovega izreka izra�unajte

Z

�S

F dr :

Re�sitev: Po Stokesovem izreku je krivuljni integral enak pretoku rotorja vek-

torskega polja skozi ploskev S. Br�z ugotovimo, da je

rot(F) = �

(0; 0; 1)

p

x

2

+ y

2

:

Po formuli za pretok vektorskega polja dobimo, da je

Z

S

rot(F) dS =

Z

G

rot(F) � (�

u

� �

v

) du dv :

Ker je le zadnja komponenta rot(F) razli�na od 0, potrebujemo le zadnjo kom-

ponento vektorskega produkta �

u

� �

v

, ki je

b(a + b os v) sin v :

Sledi

Z

S

rot(F) dS = �

Z

G

b sin v du dv

= 0 :

Krivuljni integral je enak 0.

Oenjevanje:
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{ Citiranje Stokesovega izreka: 2 to�ki.

{ Izra�un rotorja: 2 to�ki.

{ Formula za pretok: 2 to�ki.

{ Pravilno vstavljanje: 2 to�ki.

{ Sklep: 2 to�ki.

b. (15) Na polkro�zna loka vzporedna ravnini xy, ki omejujeta del ploskve na sliki

2, napnemo ploskev, ki bo kot del pla�s�a ilindra, ki ga omejujeta kro�znii in

daljii, ki povezujeta konne to�ke kro�zni v smeri osi z. Izra�unajte pretok polja

F iz a. skozi to novo ploskev.

Re�sitev: Mo�znih re�sitev je ve�. Opazimo lahko, reimo, da je F ves �as tangenten

na ploskev in je zato integral enak 0.

Oenjevanje:

{ Po presoji: 15 to�k.
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