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Matematika 2, 2002/2003, G. Andra�se, M. Perman

1. (25) Ploskev S na sliki 1 je dana parametri�no s

�(u; v) = (a sin v os u; b sin v sin u;  os v)

za 0 � u � 2� in 0 � v � �=2.
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Sl. 1 Ploskev S.

a. (10) Zapi�site tangentno ravnino na ploskev v to�ki T (a=2; b=2; 

p

2=2).

Re�sitev: Najprej moramo ugotoviti, katerima vrednostima parametrov u in v

odgovarja to�ka T . Na osnovi zadnje komponente ugotovimo, da je os v =

p

2=2,

torej v = �=4. Primerjamo �se prve komponente in ugotovimo, da je u = �=4.

Ra�unamo

�

u

=

0

�

�a sin v sin u

b sin v os u

0

1

A

in �

v

=

0

�

a os v os u

b os v sin u

� sin v

1

A

:

Vstavimo (u; v) = (�=4; �=4) in dobimo

�

u

(�=4; �=4) =

0

�

�a=2

b=2

0

1

A

in �

v

(�=4; �=4) =

0

�

a=2

b=2

�

p

2=2

1

A

:

Normala na ploskev bo v smeri vektorskega produkta �

u

� �

v

. Ozna�imo m =

�

u

� �

v

= (�b

p

2=4;�a

p

2=4;�ab=2) in r

0

= (a=2; b=2; 

p

2=2). Ena�ba tan-

gentne ravnine bo

m � (r� r

0

) = 0 :

Oenjevanje:

{ Kaj sta u in v: 2 to�ki.

{ �

u

: 2 to�ki.

{ �

v

: 2 to�ki.

{ Vektorski produkt: 2 to�ki.

{ Ena�ba ravnine: 2 to�ki.
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b. (15) Privzemite, da je a = b. Naj bo dano vektorsko polje F = (x; y; z).

Izra�unajte pretok polja F skozi ploskev S. Za normalo izberite tisto s pozi-

tivno z-komponento.

Re�sitev: Izra�unamo, da je

�

u

� �

v

=

0

�

�a sin

2

v os u

�a sin

2

v sin u

�a

2

sin v os v

1

A

:

Ker izbiramo normalo s pozitivno z-komponento, moramo spremeniti predznak.

F� (��

u

� �

v

) = a

2

 sin v :

Sledi

Z

S

F dS =

Z

[0;2�℄�[0;�=2℄

a

2

 sin v du dv

= a

2

 � 2� �

Z

�=2

0

sin v dv

= 2�a

2

 :

Oenjevanje:

{ Vektorski produkt: 3 to�ke.

{ Predznak: 3 to�ke.

{ Mno�zenje F in �

u

� �

v

: 3 to�ke.

{ Fubini in integriranje: 3 to�ke.

{ Rezultat: 3 to�ke.

3



Matematika 2, 2002/2003, G. Andra�se, M. Perman

2. (25) Ploskev S naj bo del pla�s�a sto�za med vi�sinama z = 1=2 in z = 1 kot na sliki

2. Formalno je ploskev dana z z

2

= x

2

+ y

2

za 1=2 � z � 1.
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Sl. 2 Ploskev S.

a. (15) Vektorsko polje naj bo dano z F = (z; 0; y). Izra�unajte pretok polja F skozi

dano ploskev. Za normalo izberite vedno tisti vektor s pozitivno z-komponento.

Re�sitev: Izra�unamo div(F) = 0.

�

Ce ploskev \zapremo" z manjkajo�ima kro-

goma, tako da dobimo \rezino" sto�za, je pretok skozi to zaklju�eno ploskev, ne

glede na izbiro normale, po Gaussovem izreku enak 0. Komponenta polja v smeri

osi z je vedno F

3

(x; y; z) = y. Zaradi simetrije je pretok skozi dodana kroga enak

0, torej je tudi pretok skozi za�etno ploskev enak 0.

Oenjevanje:

{ Divergena: 3 to�ke.

{ Zapiranje s krogoma: 3 to�ke.

{ Pretok skozi povpr�sino nastalega telesa: 3 to�ke.

{ Izra�un pretoka skozi kroga: 3 to�ke.

{ Rezultat: 3 to�ke.

b. (10) Ozna�ite k = (0; 0; 1) in naj bo F = (z; 0; x). Izra�unajte pretok polja

F� k skozi ploskev S, pri �emer si za normalo izberite vedno vektor s pozitivno

z-komponento.

Re�sitev: Nalogo lahko re�simo na ve� na�inov. Najpreprostej�si je morda naslednji:

ploskev spet \zapremo" s krogoma. Vektorsko polje F � k je na dodanih krogih

pravokotno na k, torej vzporedno s krogoma. Pretok polja F � k skozi dodana

kroga je enak 0. S preprostim ra�unanjem ugotovimo, da je div(F � k) = 0. Z

uporabo Gaussovega izreka sklepamo, kot v a., da je iskani pretok enak 0.

Oenjevanje:

{ Divergena: 2 to�ki.

{ Zapiranje s krogoma: 2 to�ki.

{ Pretok skozi povpr�sino nastalega telesa: 2 to�ki.

{ Izra�un pretoka skozi kroga: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.
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3. (25) Vektorsko polje naj bo dano z F = (z; 0; y).
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Sl. 3b Ploskev S

2

.

a. (10) Ploskev S

1

naj bo dana kot x

2

+ y

2

= z

2

za x � 0; y � 0 in 0 � z � 1 kot

na sliki 3a. Za normalo si izberite vedno vektor, ki ima pozitivno z-komponento.

Izra�unajte

Z

�S

1

F dr :

Re�sitev: Izra�unamo

rot(F) = (1; 1; 0) :

Ploskev je dana kot graf funkije f(x; y) =

p

x

2

+ y

2

na G = f(x; y) : x �

0; y � 0; x

2

+ y

2

� 1g. Za normalo si izberimo vektor v smeri (�f

x

;�f

y

; 1). Po

Stokesovem izreku je

Z

�S

1

F dr =

Z

S

1

rot(F) dS :

Ra�unamo z uvedbo polarnih koordinat

Z

S

1

rot(F) dS =

Z

G

(�f

x

� f

y

) dx dy

= �

Z

�=2

0

d�

Z

1

0

(os�+ sin �) r dr

= �1 :

Oenjevanje:

{ Rotor: 3 to�ke.

{ Ideja s Stokesom: 3 to�ke.

{ Zapis ploskovnega integrala: 3 to�ke.

{ Polarne koordinate: 3 to�ke.

{ Rezultat: 3 to�ke.

b. (15) Naj bo S

2

ploskev dana kot pla�s� sto�za x

2

+ y

2

= z

2

za 0 � z � 1 kot na

sliki 3b. Za normalo na ploskev izberite vedno tisto s pozitivno z-komponento.

Ozna�ite G = (y;�x; 0). Izra�unajte

Z

S

2

rot(F�G) dS :
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Namig: Preberite Stokesov izrek v smeri od krivuljnih proti ploskovnim inte-

gralom. Kak�sno je polje G na robu ploskve S

2

?

Re�sitev: Naloga ima ve� mo�znih re�sitev. Opazimo, da je vektorsko polje G tan-

gentno na �S

2

, torej je F�G pravokotno na �S

2

v vsaki to�ki. Krivuljni integral

po �S

2

je zato enak 0. Po Stokesovem izreku je

Z

S

2

rot(F�G) dS =

Z

�S

2

(F�G) dr = 0 :

Iskan pretok je enak 0.

Oenjevanje:

{ Opa�zanje, da G tangentno na �S

2

: 2 to�ki.

{ Sklep, da je F�G pravokotno na pot: 2 to�ki.

{ Ideja s Stokesovim izrekom: 2 to�ki.

{ Branje Stokesovega izreka od krivulj do ploskovnih integralov: 2 to�ki.

{ Kon�ni sklep: 2 to�ki.
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4. (25) Staionarni tok nestisljivega viskoznega uida med dvema vzporednima okro-

glima evema s premeroma R

1

< R

2

z osjo simetrije v smeri osi x naj bo opisan s

poljem v = (v; 0; 0), pri �emer je zaradi simetrije komponenta v odvisna le od razdalje

r =

p

y

2

+ z

2

od skupne osi obeh evi, torej v(x; y; z) = v(r). Polje v mora ustrezati

Navier-Stokesovim ena�bam

�rv � v = �rp+ ��v

z robnimi pogoji v(R

1

) = v(R

2

) = 0 (na stenah je hitrost enaka 0).

a. (15) Izra�unajte rv � v. Poka�zite, da je �v = (v

00

(r) +

1

r

v

0

(r); 0; 0). Izpeljite,

da je v primeru, ko je tlak odvisen le od x, torej p(x; y; z) = p(x), zado�s�eno

Navier-Stokesovim ena�bam, �e velja

0 = �p

0

(x) + �(v

00

(r) +

1

r

v

0

(r)) :

Re�sitev: Matrika rv ima od ni� razli�ne elemente le v prvi vrstii. Ozna�imo

odvod funkije v(r) po spremenljivki r =

p

y

2

+ z

2

z v

0

(r). S parialnim odva-

janjem dobimo

rv =

0

�

0 v

0

(r)

y

r

v

0

(r)

z

r

0 0 0

0 0 0

1

A

:

Sledi rv � v = 0. S ponovnim parialnim odvajanjem dobimo, da je

�

2

v

�y

2

(x; y; z) = v

00

(r)

y

2

r

2

+ v

0

(r)

z

2

r

3

:

Na povsem podoben na�in izra�unamo �se drugi parialni odvod v po z. Se�stejemo

in dobimo

�v(x; y; z) = v

00

(r) +

1

r

v

0

(r) :

Sledi

�v =

0

�

v

00

(r) +

1

r

v

0

(r)

0

0

1

A

:

Opazimo, da je rp(x; y; z) = (p

0

(x); 0; 0). Ena�bo, ki ji mora ustrezati funkija

v, dobimo z vstavljanjem v Navier-Stokesove ena�be in primerjanjem prvih kom-

ponent.

Oenjevanje:

{ De�niija rv: 3 to�ke.

{ Parialno odvajanje in mno�zenje: 3 to�ke.

{ Drugi parialni odvod v: 3 to�ke.

{ Se�stevanje in Laplae: 3 to�ke.

{ Vstavljanje v ena�be: 3 to�ke.

7



Matematika 2, 2002/2003, G. Andra�se, M. Perman

b. (10) Iz Navier-Stokesovih ena�b sledi, da za tlak velja rp(x; y; z) = (p

0

; 0; 0) za

neko konstanto p

0

. Poka�zite, da polje v = (v; 0; 0) z

v(r) =

p

0

4�

�

r

2

�R

2

2

+

R

2

1

� R

2

2

log(R

2

=R

1

)

log(r=R

2

)

�

ustreza Navier-Stokesovim ena�bam, vklju�no z robnimi pogoji.

Re�sitev: Preverimo najprej robne pogoje. Z vstavljenjem r = R

2

takoj sledi

v(R

2

) = 0. Vstavimo r = R

1

. Dobimo

v(R

1

) =

p

0

�

�

R

2

1

�R

2

2

+

R

2

1

� R

2

2

log(R

2

=R

1

)

log(R

1

=R

2

)

�

=

p

0

�

(R

2

1

�R

2

2

� (R

2

1

� R

2

2

))

= 0 :

V delu a. naloge smo ugotovili, da bo zado�s�eno Navier-Stokesovim ena�bam, �e

bo

0 = �p

0

+ �(v

00

(r) +

1

r

v

0

(r)) :

Odvajamo in dobimo

v

0

(r) =

2p

0

4�

(r +

R

2

1

� R

2

2

log(R

2

=R

1

)

1

r

)

in

v

00

(r) =

2p

0

4�

(1�

R

2

1

� R

2

2

log(R

2

=R

1

)

1

r

2

) :

Se�stejemo in dobimo

v

00

(r) +

1

r

v

0

(r) =

p

0

�

:

Sledi

0 = �p

0

+ ��v :

Oenjevanje:

{ Robni pogoj za R

2

: 2 to�ki.

{ Robni pogoj za R

1

: 2 to�ki.

{ Izra�un v

0

: 2 to�ki.

{ Izra�un v

00

: 2 to�ki.

{ Vstavljanje in preverjanje: 2 to�ki.
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