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1. (25) Ploskev S naj bo dana parametri�no s

�(u; v) = (� os u+

p

3 sin u+

p

2 v;� os u�

p

3 sin u+

p

2 v; 2 osu+

p

2v)

za 0 � u � 2� in 0 � v � a. Ploskev je na sliki 1.
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Slika 1 Ploskev S dana v nalogi.

a. (10) Poi�s�ite enotski vektor, normalen na ploskev v to�ki (

p

3 + a;�

p

3 + a; a).

Re�sitev: Najprej preverimo, da je to�ka na ploskvi. Ugotovimo, da je

�

�

�

2

;

a

p

2

�

= (

p

3 + a;�

p

3 + a; a) ;

torej je to�ka na ploskvi. Po formuli je normalen vektor na ploskev v dani to�ki

enak

n = �

�

u

� �

v

j�

u

� �

v

j

:
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:

Z vektorskim mno�zenjem dobimo
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Dobimo

n = �

 

p

2

2

;�

p

2

2

; 0

!

:

Oenjevanje:

{ Vrednosti parametrov: 2 to�ki.

{ �

u

: 2 to�ki.

{ �

v

: 2 to�ki.

{ Vektorski produkt: 2 to�ki.

{ Norma in rezultat: 2 to�ki.

b. (15) Naj bo F = (x; y; z). Izra�unajte pretok vektorskega polja F skozi ploskev

S. Za normalo si izberite vektor (�

u

� �

v

)=j�

u

� �

v

j.

Namig: Ko boste ra�unali notranji integral v

Z

a

0

dv

Z

2�

0

F � (�

u

� �

v

) du ;

upo�stevajte, da se �leni oblike os u, sinu ali os u sinu integrirajo v 0.

Re�sitev: Po formuli za pretok je

Z

[0;2�℄�[0;a℄

F � (�

u

� �

v

) du dv :

Integral najprej pretvorimo v dvakratni integral

Z

a

0

dv

Z

2�

0

F � (�

u

� �

v

) du :

Ra�unamo

F � (�

u

� �

v

) =

= (� os u+

p

3 sin u+

p

2v)(3

p

2 sinu�

p

6 os u) +

+ (� os u�

p

3 sinu+

p

2v)(�3

p

2 sinu�

p

6 os u) +

+ (2 os u+

p

2v)(2

p

6 os u) :

Ko vstavimo ta produkt v integral opazimo, da se vsi produkti os u sinu ali sin u

oziroma os u integrirajo v 0. Notranji integral bo tako enak

Z

2�

0

(6

p

6 sin

2

u+ 6

p

6 os

2

u) du = 12

p

6 � :

Ker je ta integral neodvisen od v, je elotni pretok enak 12

p

6 a �.

Oenjevanje:

{ Formula: 3 to�ke.

{ Vstavljanje komponent F: 3 to�ke.

{ Skalarni produkt: 3 to�ke.

{ Integrali produktov in kon�ni notranji integral: 3 to�ke.

{ Rezultat: 3 to�ke.
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2. (25) Naj bo V valj z osjo e = (1; 1; 1)=

p

3, polmerom R = 1 in vi�sino h. Sredi�s�i

osnovnih ploskev naj bosta v to�kah (0; 0; 0) in (h; h; h)=

p

3. Valj je na sliki 2.

−1
−0.5

0
0.5

1
1.5

2

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

x

Plasc valja

y

z

Slika 2 Pla�s� valja.

a. (10) Naj bo S pla�s� valja brez osnovnih ploskev. Z uporabo Gaussovega izreka

izra�unajte pretok vektorskega polja F = (y� z;�x+ z; x� y) skozi ploskev S.

Za normalo izberite vektor, ki \ka�ze" iz valja.

Re�sitev: Ugotovimo, da je div(F) = 0. Na osnovnih ploskvah valja je normala

ali e ali �e. Ker je F � e = 0, je pretok polja F skozi osnovni ploskvi enak 0,

tako da z dodajanjem teh ploskev pretoka ne spremenimo. Po Gaussovem izreku

je pretok polja skozi elotno povr�sino valja enak 0, torej je tudi pretok skozi pla�s�

enak 0.
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Slika 2a Pla�s� valja z dodanima ploskvama.

Oenjevanje:

{ Divergena: 2 to�ki.

{ Opa�zanje, da je polje vzporedno osnovnim ploskvam: 2 to�ki.

{ Ideja z Gaussom: 2 to�ki.

{ Pretok skozi elotno povr�sino: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.
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b. (15) Naj bo F = f , kjer je f konstanten vektor. Izra�unajte pretok tega polja

skozi pla�s� valja.

Re�sitev: Spet je div(F) = 0. Normala na eno od osnovnih ploskev je e, normala

na drugo pa �e. Ker imata osnovni ploskvi enako plo�s�ino, je pretok skozi ti dve

ploskvi nasprotnega predznaka. Z dodajanjem teh dveh ploskev dodamo k pretoku

0, tako da je po Gaussovem izreku kon�ni rezultat spet enak 0.

Oenjevanje:

{ Ideja z dodajanjem: 3 to�ke.

{ Nasprotni predznaki: 3 to�ke.

{ Utemeljitev, da z dodajanjem pretoka ne spremenimo: 3 to�ke.

{ Gaussov izrek: 3 to�ke.

{ Kon�ni rezultat: 3 to�ke.
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3. (25) Naj bo V valj z osjo e = (1; 1; 1)=

p

3, polmerom R = 1 in vi�sino h. Sredi�s�i

osnovnih ploskev naj bosta v to�kah (0; 0; 0) in (h; h; h)=

p

3. Pla�s� valja prere�zemo

z ravnino, ki gre skozi izhodi�s�e in ima za normalo vektor (�1;�1; 2). Ploskev, ki

nastane kot polovio pla�s�a nad ravnino, ozna�imo s S. Ploskev je na sliki3.
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Slika 3 Pla�s� valja.

a. (10) Naj bo F = (2y� z;�2x; x). Poka�zite, da je pretok rot(F) skozi ploskev S

enak pretoku skozi pravokotnik, ki je nastal, ko smo valj prerezali. Za normalo

na S izberemo vektor, ki ka�ze iz valja, za normalo na pravokotnik pa vektor

(1; 1;�2).

Namig: Dodajte kak�sno ploskev.

Re�sitev: Izra�unamo, da je rot(F) = (0;�2;�4). Pretok skozi plovoi osnovni

ploskev tega polja je 0, ker integriramo konstantno polje, normali pa sta nasprot-

nega predznaka. Z dodajanjem teh ploskev se pretok torej ne spremeni. Ker je

divergena konstantnega polja enaka 0, je pretok skozi elotno povr�sino polovie

valja enak 0. Pretoka skozi ploskev S in pravokotnik sta nasprotnega predznaka,

�e izberemo normalo, ki vedno ka�ze iz telesa. Ker smo na pravokotniku izbrali

normalo v drugo smer, sta pretoka enaka.
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Slika 3a Pla�s� valja z dodanima ploskvama.

Oenjevanje:
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{ Rotor: 2 to�ki.

{ Divergena: 2 to�ki.

{ Dodajanje osnovnih ploskev: 2 to�ki.

{ Dodajanje pravokotnika: 2 to�ki.

{ Sklep: 2 to�ki.

b. (15) Izra�unajte

Z

�S

F dr :

Re�sitev: Po Stokesovem izreku je

Z

�S

F dr =

Z

S

rot(F) dS :

V a. delu smo pokazali, da je ta pretok enak pretoku skozi pravokotnik, �e za

normalo izberemo vektor (�1;�1; 2). Ker sta stranii pravokotnika enaki 2, je

pretok enak �8=

p

6.

Oenjevanje:

{ Stokesov izrek: 3 to�ke.

{ Ideja iz a.: 3 to�ke.

{ Pretok konstantnega polja skozi pravokotnik: 3 to�ke.

{ Dimenzije pravokotnika: 3 to�ke.

{ Rezultat: 3 to�ke.
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4. (25) Vektorsko polje u naj opisuje staionarni tok idealnega uida, za katerega

veljajo Eulerjeve ena�be

�ru � u = �rp + �f :

Predpostavljajte, da je tok izentropen, kar pomeni, da obstaja taka funkija w (en-

tropija), da je

rw =

1

�

rp :

a. (15) Izpeljite najprej, da vedno velja

1

2

r(u � u) = ru � u+ u� rot(u) :

Pojasnilo: u � u = u

2

1

+ u

2

2

+ u

2

3

.

Re�sitev: Zapi�simo u = (u

1

; u

2

; u

3

). S temi oznakami je

u � u = u

2

1

+ u

2

2

+ u

2

3

:

Izra�unajmo komponente gradienta in dobimo
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+
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+
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+

�u

3

�y

u

3

�u

1

�z

u

1

+
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+
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:

Izra�unajmo �se

ru�u+u�rot(u) =

0

B
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+
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Zdaj preverimo enakost obeh izrazov.

Oenjevanje:

{ Interpretaija leve strani: 3 to�ke.

{ Izra�un gradianta: 3 to�ke.

{ Gradient na desni strani: 3 to�ke.

{ Vektorsko mno�zenje: 3 to�ke.

{ Preverjanje enakosti: 3 to�ke.

b. (10) Predpostavite, da ni zunanjih sil, torej f = 0. Naj bo x(t) pot dana

parametri�no za t

1

� t � t

2

in naj velja
_
x = u(x). Poka�zite, da je

�(t) =

1

2

u(x(t)) � u(x(t)) + w(x(t))

konstantna funkija na [t

1

; t

2

℄.

Namig: Odvajajte � in uporabite a.
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Re�sitev: Po pravilih za odvajanje posrednih funkij je

�

0

(t) = (ru � u+ u� rot(u))
_
x +rw �

_
x

= (ru � u+ u� rot(u))u +rw � u

= (ru � u) � u+ (

1

�

rp) � u

= (ru � u+

1

�

rp) � u

= 0

Odvod funkije � je 0, torej je funkija konstantna.

Oenjevanje:

{ Pravilno postedno odvajanje prvega �lena: 2 to�ki.

{ Pravilno posredno odvajanje drugega �lena: 2 to�ki.

{ Opa�zanje, da je u ortogonalen na u � rot(u): 2 to�ki.

{ Uporaba Eulerjevih ena�b: 2 to�ki.

{ Sklep: 2 to�ki.
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