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Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve

na papirju, kjer so naloge. Nalog je 5, vsaka ima dva dela, ki sta vredna po 10 to�ck,

torej skupaj 20 to�ck. Na razpolago imate 90 min.
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1. Mno�zico v ravnini de�niramo rekurzivno kot na spodnji sliki. Na vsakem ko-

raku v�crtamo trikotnik, ki ima za ogli�s�ca razpolovi�s�ca stranic trikotnika na prej�snjem

koraku.

a. (10) Izra�cunajte plo�s�cino osen�cenega lika.

Re�sitev: Ozna�cimo stranico trikotnika z a. Plo�s�cina prvih �stirih osen�cenih trikot-

nikov je 3

p

3a

2

=16. Vsak naslednji v�crtani trikotnik ima �stirikrat kraj�so stranico

kot prejsnji, torej moramo plo�s�cine deliti s 16. Se�steti je potrebno vrsto

(3

p

3a

2

=16) � (1 + 1=16 + (1=16)

2

+ (1=16)

3

+ � � � )

= (3

p

3a

2

=16) �

1

X

n=0

(1=16)

n

= (3

p

3a

2

=16) �

1

1� (1=16)

=

p

3a

2

=5 :

b. (10) Izra�cunajte skupno dolo�zino roba vseh osen�cenih trikotnikov.

Re�sitev: Dol�zina roba prvih treh osen�cenih trikotnikov je 9a=2. Rob vsakega

naslednjega v�crtanega trikotnika je manj�si za faktor 4. Se�stevamo vrsto

(9a=2) � (1 + 1=4 + 1=16 + � � � ) = (9a=2)

1

X

n=0

(1=4)

n

= (9a=2) �

1

1� (1=4)

= 6a :
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2. (20) Funkcija f(x) na intervalu [��; �] naj bo de�nirana z

f(x) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

sin x za �

�

2

< x <

�

2

1

2

za x =

�

2

�

1

2

za x = �

�

2

0 sicer.

Graf te funkcije je na spodnji sliki.

�

��

x

y

a. (10) Poka�zite, da je

f(x) =

1

2

sinx�

1

�

1

X

n=2

2n cos(n�=2)

n

2

� 1

sin(nx) :

Utemeljite, zakaj velja zgornji ena�caj za vse x 2 [��; �].

Re�sitev: Funkcija f(x) je liha, zato je a

n

= 0 za n = 0; 1; : : : . Za n = 1 dobimo

b

1

=

1

�

Z

�=2

��=2

sin

2

x dx =

1

2�

Z

�=2

��=2

(1� cos(2x)) dx =

1

2

:

Za n > 1 ra�cunamo

b

n

=

1

�

Z

�=2

��=2

sin x sinnx dx

=

1

�

Z

�=2

0

[cos((n� 1)x)� cos((n+ 1)x)] dx

=

1

�

"

�

sin((n� 1)x)

n� 1

+

sin((n+ 1)x)

n + 1

#

�=2

0
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Pri vstavljanju upo�stevamo

sin((n� 1)�=2) = cos(n�=2) in

sin((n+ 1)�=2) = � cos(n�=2)

Ko izpostavimo, dobimo

b

n

=

1

�

(� cos(n�=2) � (

1

n� 1

+

1

n+ 1

)) = �

cos(n�=2)

�

�

2n

n

2

� 1

:

Fourierova vrsta konvergira v vsaki to�cki proti funkciji f(x), ker je f odsekoma

zvezna in odskoma zvezno odvedljiva in velja za vse x 2 [��; �] (f(x+) +

f(x�))=2 = f(x).

b. (10) Uporabite zgornjo Fourierovo vrsto za izra�cun vsote neskon�cne vrste

1

X

k=0

(�1)

k

2(4k + 2)

(4k + 2)

2

� 1

=

2 � 2

2

2

� 1

�

2 � 6

6

2

� 1

+

2 � 10

10

2

� 1

� � � � :

Re�sitev: V Fourierovo vrsto zgoraj vstavimo x = �=4. Na levi dobimo sin(�=4) =

p

2=2. Na desni dobimo

p

2

4

�

1

�

1

X

n=2

2n cos(n�=2)

n

2

� 1

sin(n�=4)

=

p

2

4

�

1

�

(�

2 � 2

2

2

� 1

+

2 � 6

6

2

� 1

�

2 � 10

10

2

� 1

+ � � � )

Torej je vsota vrste enaka

p

2�=4.



Matematika 3, Letni semester 1995/96, M. Perman & J. Prezelj 5

3. (20) Dana je diferencialna ena�cba

y = xy

0

�

q

x

2

+ y

2

:

a. (10) Naj bo u(x) = y(x)=x. Izpeljite diferencialno ena�cbo, ki ji ustreza funkcija

u.

Re�sitev: V zgornji diferencialni ena�cbi izrazimo najprej y

0

kot

y

0

=

y

x

+

s

1 +

y

2

x

2

:

Ena�cba je homogena z f(u) = u+

p

1 + u

2

in moramo re�siti ena�cbo

u

0

=

f(u)� u

x

=

p

1 + u

2

x

:

Druga�ce zapisano dobimo

u

0

p

1 + u

2

=

1

x

:

b. (10) Poi�s�cite re�sitev zgornje ena�cbe na intervalu [1;1), ki ustreza za�cetnemu

pogoju y(1) = 0.

Namig: arcsinh(x) = log(x+

p

1 + x

2

).

Re�sitev: Iz a. sledi, da je splo�sna re�sitev za u oblike arcsinh(u) = log(x) + c

za poljubno konstanto c. Ker je y(1) = 0 mora biti u(1) = 0 in tako c = 0. Iz

namiga �se ugotovimo, da je

u = sinh(log(x)) =

e

log x

� e

� log x

2

=

1

2

(x�

1

x

) :

Ker je y = xu, je

y(x) =

1

2

(x

2

� 1)

iskana re�sitev.
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4. (20) Linearna diferencialna ena�cba drugega reda je dana z

y

00

� 2y

0

+ y = g(x) :

a. (10) Poi�s�cite linearno neodvisni re�sitvi homogene ena�cbe.

Re�sitev: Karakteristi�cni polinom je P (�) = �

2

� 2� + 1 z dvojno ni�clo � = 1.

Linearno neodvisni re�sitvi sta e

x

in xe

x

.

b. (10) Naj bo g(x) = x. Poi�s�cite re�sitev y nehomogene ena�cbe, ki ustreza pogojem

y(0) = y

0

(0) = 0.

Re�sitev: Desna stran je oblike e

�x

R(x), kjer je R(x) polinom prve stopnje in

� = 0. Po pravilu bomo partikularno re�sitev na�sli z nastavkom ax+ b. Vstavimo

v ena�cbo in dobimo

�2a+ (ax + b) = x :

Sledi a = 1 in b = 2. Splo�sna re�sitev nehomogene ena�cbe je oblike y(x) =

(x+2)+ c

1

e

x

+ c

2

xe

x

. Konstanti c

1

in c

2

moramo dolo�citi tako, da bo zado�s�ceno

za�cetnim pogojem:

y(0) = 2 + c

1

= 0

y

0

(0) = 1 + c

1

+ c

2

= 0

Sledi c

1

= �2 in c

2

= 1.
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5. (20) Sod v obliki valja s speci��cno te�zo manj�so od vode plava v vodi kot na spodnji

sliki.

y(t)

Po Arhimedovem zakonu o vzgonu na sod deluje sila vzgona, ki je enaka te�zi izpodrin-

jene vode. Druga sila je seveda gravitacija. Po Newtonovem zakonu za globino y(t)

velja

m�y = mg � A�y ;

dokler je 0 � y(t) � h, kjer je h vi�sina valja, A osnovna ploskev in � speci��cna gostota

vode.

a. (10) Najdite splo�sno re�sitev zgornje diferencialne ena�cbe.

Re�sitev: Gre za nehomogeno linearno diferencialno ena�cbo drugega reda. Delimo

ena�cbo z m in ozna�cimo !

2

= A�=m. Linearno neodvisni re�sitvi homogene

ena�cbe sta cos(!t) in sin(!t). Partikularno re�sitev br�z uganemo, ker bo kar

konstanta mg=(A�). Splo�sna re�sitev bo oblike

mg=(A�) + c

1

cos(!t) + c

2

sin(!t) :

b. (10) Predpostavite, da je y(0) = _y(0) = 0 inmg=A� > h=2. Se bo sod popolnoma

potopil?

Namig: Kaj mora biti y(t), �ce bo sod pod gladino?

Re�sitev: Najprej poi�s�cimo re�sitev, ki zado�s�ca danima za�cetnima pogojema:

y(0) =

mg

A�

+ c

1

= 0

y

0

(0) = !c

2

= 0 ;
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iz �cesar sledi c

2

= 0 in c

1

= �mg=(A�). Re�sitev je

y(t) =

mg

A�

(1� cos(!t)) :

Sod se bo potopil, �ce bo za nek t globina y(t) > h. Izraz v oklepaju je najve�c 2,

torej je maksimum funkcije y(t) enak 2mg=(A�), kar je ve�cje od h, �ce je izpolnjen

pogoj v nalogi. Sod se bo potopil.


