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Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve

na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki sta skupaj vredna 25

to�k. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Dana naj bo diferenialna ena�ba

y

00

� 2y

0

+ 5y = 4e

x

sin 2x :

a. (15) Poi�s�ite splo�sno re�sitev zgornje ena�be.

Re�sitev: Najprej poi�s�emo linearno neodvisni re�sitvi homogene ena�be. Karak-

teristi�ni polinom je

P (�) = �

2

� 2�+ 5

z ni�lama �

1

= 1 + 2i in �

2

= 1� 2i. Linearno neodvisni re�sitvi sta

y

1

(x) = e

x

os 2x in y

2

(x) = e

x

sin 2x :

Partikularno ena�bo re�sujemo tako, da izraz na desni nadomestimo najprej z

4e

(1+2i)x

. Ker je konstanta v eksponentu ni�la karakteristi�nega polinoma, bomo

re�sitve iskali z nastavkom

y

p

(x) = Axe

(1+2i)x

:

Potrebujemo

y

0

p

(x) = Ae

(1+2i)x

(1 + x(1 + 2i))

y

00

p

(x) = Ae

(1+2i)x

(2(1 + 2i) + x(1 + 2i)

2

) :

Vstavimo in pokraj�samo e

(1+2i)x

. Dobimo

A

�

(2(1 + 2i) + x(1 + 2i)

2

)� 2(1 + x(1 + 2i)) + 5x

�

= 4

Prera�unamo in dobimo

A � 4i = 4 ;

torej A = �i. Iskana re�sitev je imaginarni del Axe

(1+2i)x

, kar je y

p

(x) =

�xe

x

os 2x. Splo�sna re�sitev je oblike

y(x) = �xe

x

os 2x+ 

1

e

x

os 2x+ 

2

e

x

sin 2x :

Oenjevanje:

{ Karakteristi�ni polinom in ni�le: 3 to�ke.

{ Linearno neodvisni re�sitvi: 3 to�ke.

{ Nastavek za partikularno re�sitev: 3 to�ke.

{ Konstanta A: 3 to�ke.

{ Splo�sna re�sitev: 3 to�ke.

b. (15) Poi�s�ite re�sitev ena�be, ki ustreza pogojema y(0) = 1 in y

0

(0) = 2.

Re�sitev: Iz za�etnih pogojev moramo dolo�iti konstanti 

1

in 

2

v splo�sni re�sitvi.

Dobimo

y(0) = 

1

in y

0

(0) = �1 + 

1

+ 2

2

:

Re�sitev sistema je 

1

= 1 in 

2

= 1.

Oenjevanje:

{ Nastavek: 3 to�ke.

{ Sistem ena�b za konstanti: 3 to�ke.

{ Re�sitev sistema ena�b: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.
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2. (25) Dana naj bo linearna diferenialna ena�ba

y

(4)

� 3y

(3)

+ 2y

(2)

= 12x+ 2� e

x

:

a. (10) Poi�s�ite linearno neodvisne re�sitve homogene ena�be.

Re�sitev: Karakteristi�ni polinom je oblike

P (�) = �

4

� 3�

3

+ 2�

2

za ni�lami �

1

= �

2

= 0 in �

3

= 1 in �

4

= 2. Linearno neodvisne re�sitve so po

vrsti

y
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(x) = 1

y

2

(x) = x
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3

(x) = e

x

y

4

(x) = e

2x

Oenjevanje:

{ Karakteristi�ni polinom in ni�le: 4 to�ke.

{ Linearno neodvisne re�sitve: 6 to�k.

b. (15) Poi�s�ite partikularno re�sitev ena�be.

Re�sitev: Nehomogeno ena�bo lahko re�sujemo posebej za 12x+2 in �e

x

in rezultate

se�stejemo na konu. Lotimo se najprej �lena 12x+2. Ker je �

1

= 0 dvojna ni�la

karakteristi�nega polinoma, i�s�emo re�sitev za nastavkom y

p

(x) = x

2

(Ax+B). Z

vstavljanjem dobimo

�18A + 12Ax+ 4B = 12x+ 2 ;

torej A = 1 in B = 4. Za �len �e

x

uporabimo nastavek y

p

(x) = Axe

x

, ker je

�

3

= 1 ni�la karakteristi�nega polinoma. Z vstavljanjem sledi

Axe

x

+ 4Ae

x

� 3(Axe

x

+ 3Ae

x

) + 2(Axe

x

+ 2Ae

x

) = �e

x

:

Sledi A = 1. Partikularna re�sitev je torej

y

p

(x) = x

3

+ 4x

2

+ xe

x

:

Oenjevanje:

{ Nastavki: 6 to�ke.

{ Prvi kos: 3 to�ke.

{ Drugi kos: 3 to�ke.

{ Rezultat: 3 to�ke.
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3. (25) Dan naj bo sistem diferenialnih ena�b

_
y =

�

3 1

1 3

�

y :

a. (15) Poi�s�ite fundamentalno matriko re�sitev sistema.

Re�sitev: Karakteristi�ni polinom matrike je

P (�) = �

2

� 6�+ 8

za ni�lama �

1

= 2 in �

2

= 4. Pripadajo�a lastna vektorja sta x

1

= (1; 1) in

x

2

= (�1; 1). Stolpa fundamentalne matrike re�sitev sistema bosta oblike



1

e

2t

x

1

+ 

2

e

4t

x

2

:

Dolo�iti moramo �se konstanti, tako da bo prvi stolpe v t = 0 enak (1; 0) in drugi

stolpe (0; 1). Za prvi primer dobimo ena�bi



1

� 

2

= 1 in 
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2

= 0 :

Re�sitvi sta 

1

= 1=2 in 

2

= �1=2. Podobno dobimo za drugi stolpe 

1

= 1=2 in



2

= 1=2. Fundamentalna matrika re�sitev je

Y(t) =
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:

Oenjevanje:

{ Karakteristi�ni polinom in ni�le: 3 to�ke.

{ Lastna vektorja: 3 to�ke.

{ Linearno neodvisni re�sitvi: 3 to�ke.

{ Prvi stolpe fundamentalne matrike: 3 to�ke.

{ drugi stolpe fundamentalne matrike: 3 to�ke.

b. (10) Poi�s�ite re�sitev, za katero je y(0) = (0; 2).

Re�sitev: Vemo, da je re�sitev oblike y(t) = Y(t) � , kjer je  = (0; 2). Z

mno�zenjem dobimo

y(t) =

�

e

2t

� e

4t

e

2t

+ e

4t

�

Oenjevanje:

{ Nastavek: 5 to�k.

{ Re�sitev: 5 to�k.
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4. (25) Dana naj bo linearna diferenialna ena�ba oblike

(1� x

2

)y

00

� 2xy

0

+ 2y = f(x) :

a. (10) Preverite, da sta funkiji

y

1

(x) = x in y

2

(x) =

x

2

log

�

1 + x

1� x

�

� 1

linearno neodvisni re�sitvi homogene ena�be (f(x) = 0).

Re�sitev: Z odvajanjem dobimo
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Z vstavljanjem preverimo, da sta funkiji re�sitvi homogene ena�be.

Izra�unamo �se determinanto Wronskega.

W (x) = det

�

x

x

2

log
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1�x

�

� 1

1

1

2

log
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+
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2
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2

�

=

1

1� x

2

:

Sklepamo, da sta re�sitvi linearno neodvisni.

Oenjevanje:

{ Prvi odvodi: 2 to�ki.

{ Drugi dovodi: 2 to�ki.

{ Preverjanje: 2 to�ki.

{ Determinanta Wronskega: 2 to�ki.

{ Sklep o neodvisnosti: 2 to�ki.

b. (15) Poi�s�ite partikularno re�sitev zgornje ena�be, �e je f(x) = x.

Re�sitev: Vemo, da dobimo partikularno re�sitev po formuli
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2
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Integriramo:
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Oenjevanje:

{ Nastavek: 3 to�ke.

{ Pravilno vstavljanje v nastavek: 3 to�ki.

{ Integriranje: 6 to�k.

{ Re�sitev: 3 to�ke.

☞
Naloge iz diferenialnih ena�b iz vaj prof. Mizori-Oblakove,

�etrta dopolnjena izdaja, 1991: 20, 38-50, 76,77, 183-192, 211-

214.
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