FAKULTETA ZA STROJNISTVO

Matematika 2
4. kolokvij
31. maj 2001

Ime in priimek: Vpisnaét:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki sta aj vredna 25
tock. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Obliko vrvi, napete kot na sliki 1, opisuje diferencialna enacba veriznice

V1I+[y)P?.

b /b

—l [
SI. 1 Vrv, napeta med dvema tockama.

SHES

yll —

a. (15) Pokazite, da je splosna resitev te enacbe oblike

r—+c
a

y(z) = acosh( )+d

za neki konstanti ¢ in d.
Namig: Oznaéite y' = w in poiiéite najprej w.

Regitev: Sledimo namigu in oznacimo y' = w. Diferencialno enacho prepisemo v

1
w' = —V1+w?.

a

To je enacba prvega reda z loc¢ljivima spremenljivkama. Prepisemo v

w1
Vi+w? oa
integriramo in dobimo
. r+c
arcsinh(w) =
a

za neko konstanto c. Torej je

. +
y'zwzsmh(x C).

a

Integriramo se enkrat in dobimo

y(x) = acosh (x;l—c) +d.

Ocenjevanje:
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— Enacéba za w: 3 toéke.
— Ugotovitev, da je to enacba z loéljivima spremenljivkama: 3 tocke.
— Integriranje: 3 tocke.
— Invertiranje: 3 tocke.

— Ponovno integriranje: 3 tocke.

b. (10) Dolocite konstanti ¢ in d tako, da bo

Resitev: Vstavimo v splosno resitev in dobimo

l+c

a

-l
, )—i—d:b in y(—l):acosh<i>+d:b.

y(l) = acosh (

Zaradi sodosti funkcije cosh(xz) mora biti

l+c  —l+c

a a

torej

9
‘.
Qa

Sledi ¢ = 0. Potrebujemo Se d. Iz prve enacbe sledi

d=b— acosh (é)
y(z) = b+a {cosh (Z) ~ cosh (é)]

Koncéna resitev je

Ocenjevanje:

—  Vstavljanje | in —1: 2 toéki.
— Uporaba sodosti: 2 toéki.

— ¢: 2 tocki.

— d: 2 tocki.

— Konéna resitev: 2 tocki.
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2. (25) Dana naj bo diferencialna enacba

y" + 2y + by = 4e "sin(2x) .

a. (15) Poiscite partikularno resitev diferencialne enacbe.

Resitev: Karakteristicni polinom P(X) = A + 2\ + 5 ima dve kompleksno kon-
gugirani resitvi —1 4+ 2 in —1 — 2i. 'V enacbi desno stran nadomestimo z

4 6(—1+2i)$ .

Ker je koeficient pred x v eksponentu niéla P(X) (enojna), i§éemo resitev z nas-

tavkom

Yp(z) = Agel=1H207

Odvajamo in dobimo
yl',(a:) = A(1 + g;(_l + 2i))6(—1+2i)x
m
?/zla’(x) =A2(-142i) + x(-1+ 22’)2)6(—1-1-22')3: .
Vstavimo v enacbo in preuredimo.
Zmmnozimo in sledi
4i- A =14,
torej
A=—i.

Partikularna resitev bo imaginarni del produkta
(—i) -z - e "(cos 2z + isin 2x) ,

torej
Yp(r) = —xe * cos 2.

Ocenjevanje:

— Niéle karakteristiénega polinoma: 3 tocke.
— Nastavek: 3 tocke.

— Odvajanje: 3 tocke.

— Konstanta A: 3 tocke.

— Resitev: 3 tocke.



Matematika 2, 2000/2001, M. Perman, D. Rupnik Poklukar

b. (10) Poiscite resitev enacbe, ki ustreza zacetnima pogojema y(0) = 3'(0) = 0.
Resitev: Vemo, da je splosna resitev oblike
y(x) = —re " cos2x + cre “cos 2z + cee T sin 2z
Dolociti moramo konstante tako, da bo zadoséeno zacetnima pogojema, torej
y(0)=c; =0

mn
y'(0)=—-1—c1+2c2=0.
Sledi ¢; = 0 in ca = 1/2. Reditev je torej

1
y(x) = —xe " cos 2z + 56_”3 sin 2z .

Ocenjevanje:

— Splosna resitev: 2 tocki.

— Odvajanje: 2 tocki.

— Enacébi za koeficiente: 2 tocki.
— Koeficienta: 2 toéki.

— Konéna resitev: 2 toéki.
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3. (25) Dan naj bo sistem diferencialnih enac¢h

o= —(a+ By + Byz + bi(t)
Vo = Py — (a+ B)y2 + ba(t),

pri cemer je a > 0, 5 > 0.

a. (15) Poiscite fundamentalno matriko resitev homogenega sistema.

Regitev: Matrika homogenega sistema je oblike

—a—f p
A= .
( g —a=p )
Potrebujemo lastne vrednosti in lastne vektorje te matrike. Karakteristicni poli-

nom je oblike
P(\) = X +2(a+ B)A + a® + 20

z niclama
)\1:—a m AQZ_Oé—2/8.

Pripadajoéa lastna vektorja sta x4 = (1,1) in xo = (1, —1). Stolpca fundamen-
talne matrike resitev bosta linearni kombinaciji oblike

cre xy + coel T 2Py,
Za prvi stolpec dobimo ¢y = co = 1/2, za drugi pa ¢; = 1/2 in cg = —1/2.
Fundamentalna matrika resitev je
1,at | 1,(-a-28)t 1,-at _ 1,(—a—28)t
e + 5e e e
Y(t) = < gefat _g (—a—28)t gefat_i_ ge(fa72ﬂ)t )

Ocenjevanje:

— Karakteristiéni polinom: 3 tocke.
— Lastna vektorja: 3 tocke.

— Nastavek za stolpca: 3 tocke.

— Enacébe za konstante: 3 tocke.

— Matrika: 3 tocke.

b. (10) Resite Se nehomogeni sistem, ¢e je by (t) = b in ba(t) = 0 in velja y1(0) =

Regitev: FEnacba je nehomogena, pri cemer je
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Poiskati moramo partikularno resitev. Ker je b konstanten vektor, je tudi par-
tikularna resitev konstanten vektor, ki zadoscéa enacbhi

Ay = —b.

p

. b a+pf
y”_a(a+2ﬁ)< 8 )

Zadostiti moramo Se zacetnim pogojem. Splosna resitev je

Za resitev dobimo

YZYP+Y(t)'C'

(2)-stzn (*37)

Dobimo enacbo

Sledi
C=-Yy,.
Resitev je
y(t) = I-Y()yp
_ b a+pB—La+28)et — Lpe—(at2ht
 ala+28) B—La+28)et + Lae(at2)t '
Ocenjevanje:

— Nastavek: 2 tocki.

— Resitev po nastavku: 2 tocki.
— Sploéna resitev: 2 tocki.

— Enacéba za c: 2 toéki.

— Regitev: 2 toéki.



Matematika 2, 2000/2001, M. Perman, D. Rupnik Poklukar

4. (25) Veriga dolzine L visi na palici in drsi brez trenja. Oznac¢imo z y(t) dolzino
dela verige na desni strani kot na sliki 2.

y(t)

Slika 2 Polozaj verige v trenutku ¢.

a. (15) Naj bo m masa verige. Po Newtonovem zakonu funkcija y(t) za y > L/2

ustreza diferencialni enacbi
.. 2y — L
mi = mg.
Yy I g

Poiscite splo$no reSitev enacbe.

Resitev: Pokrajsamo m in enacbo prepisemo v

.29
Y Ly_ 9g-

Enacba je nehomogena linearna diferencialna enacba s konstantnimi koeficienti.
Oznacimo 2g/L = w?. Homogena enacba ima linearno neodvisni resitvi

y1(t) = cosh(wt) in y2(t) = sinh(wt) .

Potrebujemo Se partikularno resitev. Na levi strani je konstanta, zato bo tudi
partikularna resitev konstanta. Z vstavljanjem sledi y,(t) = L/2. Splosna resitev
bo torej

L
y(t) = 5 + C1l1 + Co2Ya .

Ocenjevanje:

— Prepis enacbe v obiéajno obliko: 3 tocke.

— Opazka, da je enaéba nehomogena linearna: 3 tocke.
— Resitvi homogene enacbe: 3 tocke

— Partikularna resitev: 3 tocke.

— Splosna resitev: 3 tocke.

b. (10) V koliksnem ¢asu bo veriga zdrsnila s palice (y(t) = L), ¢ejey(0) = a > L/2
in §(0) = 0.
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Resitev: 'V splosni resitvi iz a. izberemo konstanti ¢y in cs, da bo zadoscéeno
zacetnima pogojema. Dobimo enacbi

L/24+c¢=a in cow =0
Sledi

y(t) = g + <a, - g) cosh(wt) .

V ¢asu to, ko bo veriga zdrsnila s palice, bo y(tg) = L. Vstavimo v enacbo in
dobimo

L L
L= 5 <a - 5) cosh(wtp) .
Sledi I
m = COSh(wto)
ali
2
t ! 1 L + L 1
= — 10 _ _ —
L & 2a — L 2a — L
Ocenjevanje:

— Enaébi za konstante: 2 tocki.

— Resitev enacbe: 2 tocki.

— Enacéba za éas: 2 tocki.

— Pretvorba enaébe na éisto obliko: 2 tocki.

— Konéna formula: 2 toéki.



