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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve

na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki sta skupaj vredna 25

to�k. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Obliko vrvi, napete kot na sliki 1, opisuje diferenialna ena�ba veri�znie
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b b
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Sl. 1 Vrv, napeta med dvema to�kama.

a. (15) Poka�zite, da je splo�sna re�sitev te ena�be oblike

y(x) = a osh(

x+ 

a

) + d

za neki konstanti  in d.

Namig: Ozna�ite y

0

= w in poi�s�ite najprej w.

Re�sitev: Sledimo namigu in ozna�imo y

0

= w. Diferenialno ena�bo prepi�semo v

w

0

=

1

a

p

1 + w

2

:

To je ena�ba prvega reda z lo�ljivima spremenljivkama. Prepi�semo v

w

0

p

1 + w

2

=

1

a

;

integriramo in dobimo

arsinh(w) =

x+ 

a

za neko konstanto . Torej je

y

0

= w = sinh

�

x+ 

a

�

:

Integriramo �se enkrat in dobimo

y(x) = a osh

�

x + 

a

�

+ d :

Oenjevanje:

2
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{ Ena�ba za w: 3 to�ke.

{ Ugotovitev, da je to ena�ba z lo�ljivima spremenljivkama: 3 to�ke.

{ Integriranje: 3 to�ke.

{ Invertiranje: 3 to�ke.

{ Ponovno integriranje: 3 to�ke.

b. (10) Dolo�ite konstanti  in d tako, da bo

y(�l) = y(l) = b :

Re�sitev: Vstavimo v splo�sno re�sitev in dobimo

y(l) = a osh

�

l + 

a

�

+ d = b in y(�l) = a osh

�

�l + 

a

�

+ d = b :

Zaradi sodosti funkije osh(x) mora biti

l + 

a

= �

�l + 

a

;

torej

2

a

= 0 :

Sledi  = 0. Potrebujemo �se d. Iz prve ena�be sledi

d = b� a osh

�

l

a

�

:

Kon�na re�sitev je

y(x) = b + a

�

osh

�

x

a

�

� osh

�

l

a

��

:

Oenjevanje:

{ Vstavljanje l in �l: 2 to�ki.

{ Uporaba sodosti: 2 to�ki.

{ : 2 to�ki.

{ d: 2 to�ki.

{ Kon�na re�sitev: 2 to�ki.
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2. (25) Dana naj bo diferenialna ena�ba

y

00

+ 2y

0

+ 5y = 4 e

�x

sin(2x) :

a. (15) Poi�s�ite partikularno re�sitev diferenialne ena�be.

Re�sitev: Karakteristi�ni polinom P (�) = �

2

+ 2� + 5 ima dve kompleksno kon-

jugirani re�sitvi �1 + 2i in �1� 2i. V ena�bi desno stran nadomestimo z

4 e

(�1+2i)x

:

Ker je koe�ient pred x v eksponentu ni�la P (�) (enojna), i�s�emo re�sitev z nas-

tavkom

y

p

(x) = Axe

(�1+2i)x

:

Odvajamo in dobimo

y

0

p

(x) = A(1 + x(�1 + 2i))e

(�1+2i)x

in

y

00

p

(x) = A(2(�1 + 2i) + x(�1 + 2i)

2

)e

(�1+2i)x

:

Vstavimo v ena�bo in preuredimo.

A

�

x((�1 + 2i)

2

+ 2(�1 + 2i) + 5) + 2(�1 + 2i) + 2

�

e

(�1+2i)x

= 4 e

(�1+2i)x

:

Zmno�zimo in sledi

4i � A = 4 ;

torej

A = �i :

Partikularna re�sitev bo imaginarni del produkta

(�i) � x � e

�x

(os 2x+ i sin 2x) ;

torej

y

p

(x) = �xe

�x

os 2x :

Oenjevanje:

{ Ni�le karakteristi�nega polinoma: 3 to�ke.

{ Nastavek: 3 to�ke.

{ Odvajanje: 3 to�ke.

{ Konstanta A: 3 to�ke.

{ Re�sitev: 3 to�ke.
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b. (10) Poi�s�ite re�sitev ena�be, ki ustreza za�etnima pogojema y(0) = y

0

(0) = 0.

Re�sitev: Vemo, da je splo�sna re�sitev oblike

y(x) = �xe

�x

os 2x+ 

1

e

�x

os 2x+ 

2

e

�x

sin 2x :

Dolo�iti moramo konstante tako, da bo zado�s�eno za�etnima pogojema, torej

y(0) = 

1

= 0

in

y

0

(0) = �1� 

1

+ 2

2

= 0 :

Sledi 

1

= 0 in 

2

= 1=2. Re�sitev je torej

y(x) = �xe

�x

os 2x +

1

2

e

�x

sin 2x :

Oenjevanje:

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�ki.

{ Odvajanje: 2 to�ki.

{ Ena�bi za koe�iente: 2 to�ki.

{ Koe�ienta: 2 to�ki.

{ Kon�na re�sitev: 2 to�ki.
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3. (25) Dan naj bo sistem diferenialnih ena�b

_y

1

= �(� + �)y

1

+ �y

2

+ b

1

(t)

_y

2

= �y

1

� (�+ �)y

2

+ b

2

(t) ;

pri �emer je � > 0, � > 0.

a. (15) Poi�s�ite fundamentalno matriko re�sitev homogenega sistema.

Re�sitev: Matrika homogenega sistema je oblike

A =

�

�� � � �

� ��� �

�

:

Potrebujemo lastne vrednosti in lastne vektorje te matrike. Karakteristi�ni poli-

nom je oblike

P (�) = �

2

+ 2(� + �)�+ �

2

+ 2��

z ni�lama

�

1

= �� in �

2

= �� � 2� :

Pripadajo�a lastna vektorja sta x

1

= (1; 1) in x

2

= (1;�1). Stolpa fundamen-

talne matrike re�sitev bosta linearni kombinaiji oblike
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x

2

:

Za prvi stolpe dobimo 

1

= 

2

= 1=2, za drugi pa 

1

= 1=2 in 

2

= �1=2.

Fundamentalna matrika re�sitev je

Y(t) =

�
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:

Oenjevanje:

{ Karakteristi�ni polinom: 3 to�ke.

{ Lastna vektorja: 3 to�ke.

{ Nastavek za stolpa: 3 to�ke.

{ Ena�be za konstante: 3 to�ke.

{ Matrika: 3 to�ke.

b. (10) Re�site �se nehomogeni sistem, �e je b

1

(t) = b in b

2

(t) = 0 in velja y

1

(0) =

y

2

(0) = 0.

Re�sitev: Ena�ba je nehomogena, pri �emer je

b(t) =

�

b

0

�

:
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Poiskati moramo partikularno re�sitev. Ker je b konstanten vektor, je tudi par-

tikularna re�sitev konstanten vektor, ki zado�s�a ena�bi

Ay

p

= �b :

Za re�sitev dobimo

y

p

=

b

�(� + 2�)

�

� + �

�

�

:

Zadostiti moramo �se za�etnim pogojem. Splo�sna re�sitev je

y = y

p

+Y(t) �  :

Dobimo ena�bo

�

0

0

�

=

b

�(� + 2�)

�

� + �

�

�

+  :

Sledi

 = �y

p

:

Re�sitev je

y(t) = (I�Y(t))y

p

=

b

�(� + 2�)

�

� + � �

1

2

(�+ 2�)e

��t

�

1
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� �

1

2
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2

�e
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�

:

Oenjevanje:

{ Nastavek: 2 to�ki.

{ Re�sitev po nastavku: 2 to�ki.

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�ki.

{ Ena�ba za : 2 to�ki.

{ Re�sitev: 2 to�ki.
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4. (25) Veriga dol�zine L visi na palii in drsi brez trenja. Ozna�imo z y(t) dol�zino

dela verige na desni strani kot na sliki 2.

y(t)

Slika 2 Polo�zaj verige v trenutku t.

a. (15) Naj bo m masa verige. Po Newtonovem zakonu funkija y(t) za y > L=2

ustreza diferenialni ena�bi

m�y =

�

2y � L

L

�

mg :

Poi�s�ite splo�sno re�sitev ena�be.

Re�sitev: Pokraj�samo m in ena�bo prepi�semo v

�y �

2g

L

� y = �g :

Ena�ba je nehomogena linearna diferenialna ena�ba s konstantnimi koe�ienti.

Ozna�imo 2g=L = !

2

. Homogena ena�ba ima linearno neodvisni re�sitvi

y

1

(t) = osh(!t) in y

2

(t) = sinh(!t) :

Potrebujemo �se partikularno re�sitev. Na levi strani je konstanta, zato bo tudi

partikularna re�sitev konstanta. Z vstavljanjem sledi y

p

(t) = L=2. Splo�sna re�sitev

bo torej

y(t) =

L

2

+ 

1

y

1

+ 

2

y

2

:

Oenjevanje:

{ Prepis ena�be v obi�ajno obliko: 3 to�ke.

{ Opazka, da je ena�ba nehomogena linearna: 3 to�ke.

{ Re�sitvi homogene ena�be: 3 to�ke

{ Partikularna re�sitev: 3 to�ke.

{ Splo�sna re�sitev: 3 to�ke.

b. (10) V kolik�snem �asu bo veriga zdrsnila s palie (y(t) = L), �e je y(0) = a > L=2

in _y(0) = 0.
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Re�sitev: V splo�sni re�sitvi iz a. izberemo konstanti 

1

in 

2

, da bo zado�s�eno

za�etnima pogojema. Dobimo ena�bi

L=2 + 

1

= a in 

2

! = 0

Sledi

y(t) =

L

2

+

�

a�

L

2

�

osh(!t) :

V �asu t

0

, ko bo veriga zdrsnila s palie, bo y(t

0

) = L. Vstavimo v ena�bo in

dobimo

L =

L

2

+

�

a�

L

2

�

osh(!t

0

) :

Sledi

L

2a� L

= osh(!t

0

)
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t

0

=

1

!

log

0

�

L

2a� L

+

s

�

L

2a� L

�

2

� 1

1

A

:

Oenjevanje:

{ Ena�bi za konstante: 2 to�ki.

{ Re�sitev ena�be: 2 to�ki.

{ Ena�ba za �as: 2 to�ki.

{ Pretvorba ena�be na �isto obliko: 2 to�ki.

{ Kon�na formula: 2 to�ki.
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