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1. (25) Konstruirati �zelimo zr
alo, ki bo vsak �zarek iz izhodi�s�
a koordinatnega sis-

tema odbilo v smeri osi x. Naj bo zgornji del zr
ala graf funk
ije y. Veljati mora

diferen
ialna ena�
ba

y

0

=

y � xy

0

x + yy

0

:

a. (15) De�nirajte funk
ijo

w(x) =

1

2

(x

2

+ [y(x)℄

2

) :

Poka�zite, da funk
ija w ustreza diferen
ialni ena�
bi w

0

=

p

2w.

Re�sitev: Z odvajanjem dobimo

w

0

= x+ yy

0

:

Sledi

y

0

=

w

0

� x

y

:

Vstavimo v ena�
bo in upo�stevajmo, da je 2w = x

2

+ y

2

. Dobimo

w

0

� x

y

=

y � x �

w

0

�x

y

w

0

=

y

2

� xw

0

+ x

2

w

0

y

=

2w � xw

0

w

0

y

:

Sledi

(w

0

� x)w

0

= 2w � xw

0

ali

[w

0

℄

2

= 2w :

O
enjevanje:

{ Odvod w: 3 to�
ke.

{ Izra�
un y

0

: 3 to�
ke.

{ Vstavljanje: 3 to�
ke.

{ Upo�stevanje x

2

+ y

2

= 2w: 3 to�
ke.

{ Premetavanje in kon�
ni rezultat: 3 to�
ke.

b. (10) Re�site diferen
ialno ena�
bo za y pri za�
etnem pogoju y(�a) = 0 za a > 0.

Namig: Upo�stevajte a.
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Re�sitev: Za�
etni pogoj za funk
ijo y se prevede v za�
etni pogoj w(�a) = a

2

=2 za

funk
ijo w. Ena�
bo za w prepi�semo v

w

0

p

2w

= 1 :

Integriramo in dobimo

p

2w = x + 
 :

Iz za�
etnega pogoja sledi a =

p

2w(�a) = �a + 
, torej 
 = 2a. Sledi

w(x) =

1

2

(x+ 2a)

2

:

Ker je 2w = x

2

+ y

2

, dobimo

x

2

+ y

2

= (x + 2a)

2

:

Sledi

y = 2

p

a(x+ a) :

O
enjevanje:

{ Opa�zanje, da gre za lo�
ljive spremenljivke: 2 to�
ki.

{ Integriranje: 2 to�
ki.

{ Upo�stevanje za�
etnega pogoja: 2 to�
ki.

{ Zveza w in y: 2 to�
ki.

{ Kon�
ni rezultat: 2 to�
ki.
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2. (25) Dana naj bo diferen
ialna ena�
ba

y

(4)

� y = g(x) :

a. (10) Poi�s�
ite linearno neodvisne re�sitve homogenega dela zgornje ena�
be.

Re�sitev: Najprej izra�
unamo karakteristi�
ni polinom. Dobimo

P (�) = �

4

� 1 = (�� 1)(�+ 1)(�� i)(�+ i) :

Linearno neodvisne re�sitve so e

x

, e

�x

, 
os x in sin x.

O
enjevanje:

{ Karakteristi�
ni polinom: 2 to�
ki.

{ Realni ni�
li: 2 to�
ki.

{ Imaginarni ni�
li: 2 to�
ki.

{ Prvi par neodvisnih re�sitev: 2 to�
ki.

{ Drugi par neodvisnih re�sitev: 2 to�
ki.

b. (15) Poi�s�
ite splo�sno re�sitev ena�
be, �
e je g(x) = e

x


os x.

Re�sitev: Desno stran zamenjamo z e

(1+i)x

. Ker 1 + i ni ni�
la karakteristi�
nega

polinoma, bo partikularna re�sitev oblike y

p

= Ae

(1+i)x

za kompleksno �stevilo A.

Vstavimo v ena�
bo in dobimo

A(1 + i)

4

e

(1+i)x

� Ae

(1+i)x

= e

(1+i)x

:

Pokraj�samo in dobimo ena�
bo

A((1 + i)

4

� 1) = 1 :

Ra�
unamo

(1 + i)

4

� 1 = 1 + 4i� 6� 4i+ 1� 1 = �5 ;

torej A = �1=5. Partikularna re�sitev je enaka realnemu delu Ae

(1+i)x

, torej

y

p

(x) = �

1

5

e

x


os x :

Splo�sna re�sitev je potem enaka

y = y

p

+ 


1

y

1

+ 


2

y

2

+ 


3

y

3

+ 


4

y

4

:

O
enjevanje:

{ Prepis v kompleksno obliko: 3 to�
ke.

{ Nastavek: 3 to�
ke.

{ Vstavljanje nastavka v ena�
bo: 3 to�
ke.

{ A: 3 to�
ke.

{ Splo�sna re�sitev: 3 to�
ke.
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3. (25) Dana naj bo linearna diferen
ialna ena�
ba

y

00

+

2

x

y

0

+ y = 0

na intervalu [�=2;1).

a. (10) Poka�zite, da sta funk
iji

y

1

(x) =

sin x

x

in y

2

(x) = �


os x

x

linearno neodvisni re�sitvi diferen
ialne ena�
be.

Re�sitev: Ra�
unamo, re
imo, za y

1

. Z odvajanjem dobimo

y

0

1

(x) =

x 
os x� sin x

x

2

in

y

00

1

(x) =

�2x 
os x + 2 sinx� x

2

sin x

x

3

:

Preverimo, da y

1

re�si diferen
ialno ena�
bo. Vstavimo in dobimo

y

00

1

+

2

x

y

0

1

+ y

1

=

�2x 
os x + 2 sin x� x

2

sin x

x

3

+

2

x

x 
os x� sin x

x

2

+

sin x

x

=

�2x 
os x + 2 sin x� x

2

sin x+ 2x 
os x� 2 sinx + x

2

sin x

x

3

= 0 :

Podobno preverimo, da je y

2

re�sitev. Za dokaz linearne neodvisnosti izra�
unamo

determinanto Wronskega

W (x) = y

1

y

0

2

� y

0

1

y

2

=

1

x

2

:

O
enjevanje:

{ Odvajanje y

1

: 2 to�
ki.

{ Vstavljanje y

1

: 2 to�
ki.

{ Odvajanje y

2

: 2 to�
ki.

{ Vstavljanje y

2

: 2 to�
ki.

{ Linearna neodvisnost: 2 to�
ki.

b. (15) Re�site nehomogeno ena�
bo

y

00

+

2

x

y

0

+ y =

sin x

x

:

pri za�
etnih pogojih y(�=2) = y

0

(�=2) = 0.
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Re�sitev: Po formuli je partikularna re�sitev enaka

y

p

(x) = �y

1

(x)

Z

x

x

0

y

2

(u)g(u)

W (u)

du+ y

2

(x)

Z

x

x

0

y

1

(u)g(u)

W (u)

du :

V na�sem primeru je W (u) = 1=u

2

in g(u) = sin u=u. Izberimo �se x

0

= �=2.

Dobimo

y

p

(x) =

sin x

x

Z

x

�=2


os u sin u du�


os x

x

Z

x

�=2

sin

2

u du

= �

sin x 
os

2

x

2x

�


os x � (�� + 2x� sin(2x))

4x

:

= �

sin(2x) 
os x + (�� + 2x) 
os x� 
os x sin(2x)

4x

= �


os x

2

+

�

4

y

2

(x) :

Splo�sna re�sitev je torej

y(x) = �


os x

2

+ 


1

y

1

(x) + 


2

y

2

(x) ;

pri �
emer smo kos z y

2

v y

p

\skrili" v konstanto 


2

. Poskrbeti moramo �se za

za�
etne pogoje. Dobimo

y(�=2) =

2


1

�

= 0 ;

torej 


1

= 0. Ra�
unamo

y

0

(�=2) =

1

2

+

2


2

�

= 0 ;

torej 


2

= ��=4. Kon�
na re�sitev je

y(x) = �


os x

2

+

� 
os x

4x

:

O
enjevanje:

{ Formula: 3 to�
ke.

{ Vstavljanje in integriranje: 3 to�
ke.

{ Splo�sna re�sitev: 3 to�
ke.

{ Ena�
be za konstante: 3 to�
ke.

{ Kon�
na re�sitev: 3 to�
ke.
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4. (25) Let topovske krogle ob upo�stevanju linearnega zakona zra�
nega upora opisujeta

diferen
ialni ena�
bi

m�x + k _x = 0 in m�y + k _y = �mg :

Pri tem je m masa krogle, k koe�
ient zra�
nega upora in g zemeljski pospe�sek. Kroglo

izstrelimo iz izhodi�s�
a koordinatnega sistema pod kotom � z za�
etno hitrostjo v.

Za�
etni pogoji so tako

x(0) = y(0) = 0 in _x(0) = v 
os� _y(0) = v sin� :

Let krogle je na sliki 1 (polna �
rta) v primerjavi s parabolo (�
rtkana �
rta), ki jo dobimo,

�
e ne upo�stevamo zra�
nega upora.

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
0

100

200

300

400

500

600

x

y

Poti krogle z upostevanjem upora in brez upostevanja upora

Slika 1 Poti krogle z upo�stevanjem zra�
nega upora in brez upo�stevanja upora.

a. (15) Poi�s�
ite funk
ijo y.

Re�sitev: Karakteristi�
na polinoma za obe ena�
bi sta enaka

P (�) = m�

2

+ k� :

Ni�
li sta � = 0 in � = �k=m. Za y potrebujemo partikularno re�sitev. Uganemo,

da je

y

p

(t) = �

mgt

k

:

Splo�sna re�sitev bo

y(t) = �

mgt

k

+ 


3

+ 


4

e

�kt=m

:

Konstante dolo�
imo iz za�
etnih pogojev. Dobimo ena�
bi




3

+ 


4

= 0 in �

mg

k

�




4

k

m

= v sin� :

Sledi




4

= �

m

k

�

mg

k

+ v sin�

�
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in 


3

= �


4

. Dobimo

y(t) = �

mgt

k

+

m

k

�

mg

k

+ v sin�

�

(1� e

�kt=m

) :

O
enjevanje:

{ Karakteristi�
ni polinoma in ni�
le: 3 to�
ke.

{ Re�sitvi homogenega dela: 3 to�
ke.

{ Partikularna re�sitev za y: 3 to�
ke.

{ Splo�sna re�sitev za y: 3 to�
ke.

{ 


3

in 


4

: 3 to�
ke.

b. (10) Za �
as T letenja krogle velja ena�
ba

1� e

�kT=m

=

kgT

mg + kv sin�

:

Poka�zite, da je domet topa pri danih za�
etnih pogojih enak

D = x(T ) =

mgvT 
os�

mg + vk sin�

;

kjer je T �
as letenja krogle.

Re�sitev: Splo�sna re�sitev prve ena�
be je

x(t) = 


1

+ 


2

e

�kt=m

:

Iz za�
etnih pogojev sledi




1

+ 


2

= 0 in � k


2

=m = v 
os� :

Sledi 


2

= �mv 
os�=k in 


1

= �


2

. Dobimo

x(t) =

mv 
os�

k

(1� e

�kt=m

) :

Domet je enak

x(T ) =

mv 
os�

k

(1� e

�kT=m

)

=

mv 
os�

k

�

kgT

mg + kv sin�

=

mgvT 
os�

mg + vk sin�

:

O
enjevanje:

{ Splo�sna re�sitev za x: 2 to�
ki.

{ Upo�stevanje za�
etnih pogojev: 2 to�
ki.

{ Vstavljanje 1� e

�kT=m

: 2 to�
ki.

{ Pretvarjanje: 2 to�
ki.

{ Rezultat: 2 to�
ki.
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