FAKULTETA ZA STROJNISTVO

Matematika 2
4. kolokvij
23. maj 2003

Ime in priimek: Vpisnaét:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki sta aj vredna 25
tock. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Konstruirati zelimo zrcalo, ki bo vsak zarek iz izhodis¢a koordinatnega sis-
tema odbilo v smeri osi x. Naj bo zgornji del zrcala graf funkcije y. Veljati mora
diferencialna enacha
p_y—ay
Catyy

a. (15) Definirajte funkcijo
L s 2
w(e) = 5@+ @)

Pokazite, da funkcija w ustreza diferencialni enacbi w’ = v/2w.

Resitev: 7 odvajanjem dobimo

Sleds:

Vstavimo v enacbo in upostevajmo, da je 2w = 2% + y2. Dobimo

’ w' —x

— —x-
W T y m

Sledi

aly

Ocenjevange:

— Odvod w: 3 tocke.

— Izracun y': 3 tocke.

—  Vstavljanje: 3 tocke.

—  Upostevanje 2 + y2 = 2w: 3 tocke.

—  Premetavange in konéni rezultat: 3 tocke.

b. (10) Resite diferencialno enacbo za y pri zac¢etnem pogoju y(—a) =0 za a > 0.

Namig: Upostevajte a.
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Resitev: Zacetni pogoj za funkcijo y se prevede v zacetni pogoj w(—a) = a®/2 za
funkcijo w. Enacbo za w prepisemo v

Integriramo in dobimo

V2w =x+c.

Iz zacetnega pogoja sledi a = \/2w(—a) = —a + ¢, torej ¢ = 2a. Sledi

(z + 2a)?.

Do =

w(x) =
Ker je 2w = 2% + y%, dobimo
2? +y* = (v + 2a)”.

Sleds

Ocenjevanje:

—  Opazange, da gre za loéljive spremenljivke: 2 toéki.
— Integriranje: 2 tocki.

— Upostevanje zacetnega pogoja: 2 tocki.

— Zveza w in y: 2 tocki.

— Konéni rezultat: 2 tocki.
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2. (25) Dana naj bo diferencialna enacha

a. (10) Poiséite linearno neodvisne resitve homogenega dela zgornje enache.
Resitev: Najprej izracunamo karakteristicni polinom. Dobimo
PO =MM-1=Q0-1DA+DA\=d)(\+1).

Linearno neodvisne resitve so e*, e™, cosx in sinx.
Ocenjevangje:

— Karakteristiéni polinom: 2 tocki.

—  Realni nicli: 2 tocki.

—  Imaginarni niéli: 2 tocki.

— Prvi par neodvisnih resitev: 2 tocki.

— Drugi par neodvisnih resitev: 2 tocki.
b. (15) Poiscite splosno resitev enache, ce je g(x) = e” cos x.

Resitev: Desno stran zamenjamo z e"% Ker 14 i ni nicla karakteristicnega
polinoma, bo partikularna resitev oblike y, = AT a0 Eompleksno Stevilo A.
Vstavimo v enacbo in dobimo

A(l + i)4e(1+i)55 _ Ae(l—}-’i)r — 6(1+i)x
Pokrajsamo in dobimo enacbo

AL+ —1)=1.

Racunamo
(I+i) ' —1=14+4i-6—-4i+1—-1=-5,
torej A = —1/5. Partikularna resitev je enaka realnemu delu A0 tore;
1 xT
yp(z) = —getcose.

Splosna resitev je potem enaka

Y =1Yp+ C1y1 + C2Y2 + C3Y3 + Cals -

Ocenjevange:

— Prepis v kompleksno obliko: 3 tocke.

— Nastavek: 3 tocke.

— Vstavljanje nastavka v enacbo: 3 tocke.
— A: 3 tocke.

— Splosna resitev: 3 tocke.
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3. (25) Dana naj bo linearna diferencialna enacba

na intervalu [7/2, 00).

2
y'+ -y +y=0
z

a. (10) Pokazite, da sta funkeciji

sinx . CcoST
) =25 in (e = -

linearno neodvisni resitvi diferencialne enacbe.

Resitev: Racunamo, recimo, za 1. 7 odvajanjem dobimo

m

TCOST —sinx

/ —
yl(x) - :I;Q

—2xcosx + 2sinx — 22sin

" -
yi(x) = 3

Preverimo, da y, resi diferencialno enacbo. Vstavimo in dobimo

" 2 !
Yy + 591 + %

—2xcosx +2sinx — 2?sinx  2xcosx —sinz  sinx

3 + — 5 +

T T T T
—2xcosT + 2sinx — a%sinx + 2vcosx — 2sinz + 2 sin x

3
0.

Podobno preverimo, da je yo resitev. Za dokaz linearne neodvisnosti izracunamo
determinanto Wronskega

Ocenjevange:

1
VW@=%%—%%=;-

—  Odvajanje y1: 2 tocki.
—  Vstavljanje y1: 2 tocki.
—  Odvajanje yo: 2 tocki.
—  Vstavljanje yo: 2 tocki.

— Linearna neodvisnost: 2 tocki.
(15) Resite nehomogeno enacbo

sin x

2
y'+ -y +y =
x
pri zacetnih pogojih y(7/2) = y'(7/2) = 0.
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Resitev: Po formuli je partikularna resitev enaka

yp(x) = —y1(2) /x %(gu()u)dUwLyz(x) /“’U Mdu.

V nasem primeru je W(u) = 1/u® in g(u) = sinu/u. ILzberimo Se xy = /2.
Dobimo

sinx [* ) cosx [* .,
yp(z) = cosusinudu — sin® u du
z /2 z /2
. 2 .
sinwzcos®x  cosx - (—m + 2x — sin(2x))

2x 4z
sin(2zx) cosx + (—m + 2x) cos x — cos x sin(2x)
4r

COS ™ ™

= Ty Tyl

Splosna resitev je torej

COS T

y(r) = — 5 + c1y1(w) + caya()

pri cemer smo kos z ya vy, “skrili” v konstanto cy. Poskrbeti moramo Se za

zacetne pogoje. Dobimo

2c
y(nf2) = = =0,

torej c; = 0. Racunamo

1 2c
y(n/2)=5+=2 =0,
2 s
torej co = —m /4. Konéna reditev je
() cos T n T COST
) = — .
Y > Az

Ocenjevange:

— Formula: 3 tocke.

— Vstavljanje in integriranje: 3 tocke.
—  Splosna resitev: 3 tocke.

— Enacbe za konstante: 3 tocke.

— Konéna reditev: 3 tocke.
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4. (25) Let topovske krogle ob upostevanju linearnega zakona zra¢nega upora opisujeta
diferencialni enacbi

mi + kx =0 in my + ky = —mg.
Pri tem je m masa krogle, k koeficient zra¢nega upora in g zemeljski pospesek. Kroglo
izstrelimo iz izhodisca koordinatnega sistema pod kotom « 7z zacetno hitrostjo v.
Zacetni pogoji so tako

z(0)=y(0)=0 in #(0)=wvcosa H(0) =vsina.

Let krogle je na sliki 1 (polna érta) v primerjavi s parabolo (értkana ¢rta), ki jo dobimo,
ce ne upostevamo zracnega upora.

Poti krogle z upostevanjem upora in brez upostevanja upora
T T T

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
x

Slika 1 Poti krogle z upostevanjem zra¢nega upora in brez upostevanja upora.
a. (15) Poiscite funkcijo y.
Resitev: Karakteristicna polinoma za obe enacbi sta enaka

P(\) = mA\ + kX,

Niéli sta A =0 in A = —k/m. Za y potrebujemo partikularno resitev. Uganemo,
da je
mgt
t)=——L.
yp( ) k

Splosna resitev bo

t
y(t) = —% + ¢34 cpe R

Konstante dolo¢imo iz zacetnih pogojev. Dobimo enacbi

k
c3s+ca=0 in _my_Gr =ysina.
k m
Sleds
m mg+ .
¢y =——| == +wvsina
4 E\ k
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in cg = —cyq. Dobimo

y(t) = —ngt + % <% + vsina> (1 — e kt/imy,

Ocenjevange:

— Karakteristiéni polinoma in nicle: 3 tocke.
— Resitvi homogenega dela: 3 toéke.

— Partikularna resitev za y: 3 tocke.

— Splosna resitev za y: 3 tocke.

— c¢3 in cq: 3 tocke.
(10) Za cas T letenja krogle velja enacha

kqgT

1—e¥l/m—___ 202
mg + kvsin o

Pokazite, da je domet topa pri danih zacetnih pogojih enak

D (T) mgvT cos «
=T - -
mg + vksina’

kjer je T cas letenja krogle.
Resitev: Splosna resitev prve enacbe je
.T(t) =cC + Cgeikt/m .

Iz zacetnih pogojev sledi

ci+c=0 in —kc/m=wvcosa.
Sledi co = —mw cos a/k in ¢y = —cy. Dobimo
o(t) = muv cosa(1 B e‘kt/m) ‘
k
Domet je enak
oT) = mu Zosa(l B e‘kT/m)
_ Mmucosa kgT

k mg + kvsin a
mgvT cos «

mg + vksina

Ocenjevange:
—  Splosna resitev za x: 2 tocki.
— Upostevanje zaéetnih pogojev: 2 tocki.
—  Vstavljanje 1 — e~ FT/™ 9 tocki.
— Pretvarjanje: 2 tocki.

—  Rezultat: 2 tocki.
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