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1. (25) Konstruirati �zelimo zralo, ki bo vsak �zarek iz izhodi�s�a koordinatnega sis-

tema odbilo v smeri osi x. Naj bo zgornji del zrala graf funkije y. Veljati mora

diferenialna ena�ba

y

0

=

y � xy

0

x + yy

0

:

a. (15) De�nirajte funkijo

w(x) =

1

2

(x

2

+ [y(x)℄

2

) :

Poka�zite, da funkija w ustreza diferenialni ena�bi w

0

=

p

2w.

Re�sitev: Z odvajanjem dobimo

w

0

= x+ yy

0

:

Sledi

y

0

=

w

0

� x

y

:

Vstavimo v ena�bo in upo�stevajmo, da je 2w = x

2

+ y

2

. Dobimo

w

0

� x

y

=

y � x �

w

0

�x

y

w

0

=

y

2

� xw

0

+ x

2

w

0

y

=

2w � xw

0

w

0

y

:

Sledi

(w

0

� x)w

0

= 2w � xw

0

ali

[w

0

℄

2

= 2w :

Oenjevanje:

{ Odvod w: 3 to�ke.

{ Izra�un y

0

: 3 to�ke.

{ Vstavljanje: 3 to�ke.

{ Upo�stevanje x

2

+ y

2

= 2w: 3 to�ke.

{ Premetavanje in kon�ni rezultat: 3 to�ke.

b. (10) Re�site diferenialno ena�bo za y pri za�etnem pogoju y(0) = 2a za a > 0.

Namig: Upo�stevajte a.
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Re�sitev: Za�etni pogoj za funkijo y se prevede v za�etni pogoj w(0) = 2a

2

za

funkijo w. Ena�bo za w prepi�semo v

w

0

p

2w

= 1 :

Integriramo in dobimo

p

2w = x +  :

Iz za�etnega pogoja sledi 2a = . Sledi

w(x) =

1

2

(x+ 2a)

2

:

Ker je 2w = x

2

+ y

2

, dobimo

x

2

+ y

2

= (x + 2a)

2

:

Sledi

y = 2

p

a(x+ a) :

Oenjevanje:

{ Opa�zanje, da gre za lo�ljive spremenljivke: 2 to�ki.

{ Integriranje: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje za�etnega pogoja: 2 to�ki.

{ Zveza w in y: 2 to�ki.

{ Kon�ni rezultat: 2 to�ki.
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2. (25) Dana naj bo diferenialna ena�ba

y

(3)

+ 3y

00

+ 3y

0

+ y = g(x) :

a. (10) Naj bo g(x) = x. Poi�s�ite splo�sno re�sitev zgornje enea�be.

Re�sitev: Karakteristi�ni polinom je P (�) = (� + 1)

3

. Ni�la � = �1 je trojna,

torej so linearno neodvisne re�sitve homogene ena�be enake y

1

= e

�x

, y

2

= xe

�x

in

y

3

= x

2

e

�x

. Partikularno re�sitev i�s�emo z nastavkom y

p

(x) = a+ bx. Vstavimo

v ena�bo in dobimo

3b + (a+ bx) = x ;

torej b = 1 in a = �3.

Oenjevanje:

{ Karakteristi�ni polinom: 2 to�ki.

{ Ni�le: 2 to�ki.

{ Linearno neodvisne re�sitve: 2 to�ki.

{ Nastavek za partikularno re�sitev: 2 to�ki.

{ Splo�sna re�stev: 2 to�ki.

b. (15) Naj bo g(x) = e

�x

. Poi�s�ite re�sitev diferenialne ena�be pri pogoju y(0) =

y

0

(0) = y

00

(0) = 0.

Re�sitev: Linearno neodvisne re�sitve homogene ena�be �ze poznamo. Ker je � =

�1 trojna re�sitev karakteristi�nega polinoma, bomo iskali partikularno re�sitev z

nstavkom y

p

(x) = ax

3

e

�x

. Odvajamo in vstavimo v ena�bo. Dobimo

6ae

�x

= e

�x

;

torej je y

p

(x) = x

3

e

�x

=6. Splo�sna re�sitev bo oblike

y(x) =

x

3

e

�x

6

+ 

1

e

�x

+ 

2

xe

�x

+ 

3

x

2

e

�x

:

Dolo�iti moramo �se konstante. Iz prve zahteve dobimo 

1

= 0, iz druge sledi



2

= 0 in iz tretje 

3

= 0.

Oenjevanje:

{ Nastavek za partikularno re�sitev: 3 to�ke.

{ Odvajanje: 3 to�ke.

{ Partikularna re�sitev: 3 to�ke.

{ Ena�be za konstante: 3 to�ke.

{ Re�sitev: 3 to�ke.
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3. (25) Legendrova diferenialna ena�ba je dana z

y

00

�

2x

1� x

2

y

0

�

1

(1� x

2

)

2

y = 0 :

a. (10) Poka�zite, da sta na intervalu [0; 1) funkiji

y

1

(x) =

r

1 + x

1� x

2 y

2

(x) =

1

p

1� x

2

linearno neodvisni re�sitvi zgornje diferenialne ena�be.

Re�sitev: Preverimo, reimo, za y

1

. Z odvajanjem dobimo

y

0

1

=

1

(1 + x)

1=2

(1� x)

3=2

in y

00

1

=

1 + 2x

(1 + x)

3=2

(1� x)

5=2

:

Z vstavljanjem v diferenialno ena�bo preverimo, da je Y

1

re�sitev. se prepri�amo

za y

2

. Izra�unajmo �se determinanto Wronskega.

W (x) = y

1

y

0

2

� y

0

1

y

2

=

(1 + x)

1=2

(1� x)

1=2

�

x

(1� x

2

)

3=2

�

(1� x)

3=2

(1 + x)

1=2

�

1

(1� x

2

)

1=2

=

(1 + x)x

(1� x

2

)

2

�

(1 + x)

(1� x

2

)

2

= �

1

1� x

2

:

Na intervalu [0; 1) je W (x) 6= 0, kar pomeni, da sta re�sitvi linearno neodvisni.

Oenjevanje:

{ Odvajanje y

1

: 2 to�ki.

{ Vstavljanje y

1

: 2 to�ki.

{ Odvajanje y

2

: 2 to�ki.

{ Formula za Wronskega: 2 to�ki.

{ Linearna neodvisnost: 2 to�ki.

b. (15) Poi�s�ite re�sitev nehomogene ena�be

y

00

�

2x

1� x

2

y

0

�

1

(1� x

2

)

2

y = �

1

p

1� x

:

pri za�etnih pogojih y(0) = y

0

(0) = 0.

Re�sitev: Po formuli je partikularna re�sitev enaka

y

p

(x) = �y

1

(x)

Z

x

x

0

y

2

(u)g(u)

W (u)

du+ y

2

(x)

Z

x

x

0

y

1

(u)g(u)

W (u)

du :
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V na�sem primeru je g(u) = �1=

p

1� u. Izberimo x

0

= 0. Ra�unamo

Z

x

0

y

2

(u)g(u)

W (u)

du =

Z

x

0

p

1 + udu

=

2

3

(1 + u)

3=2

j

x

0

=

2

3

((1 + x)

3=2

� 1) :

in

Z

x

0

y

1

(u)g(u)

W (u)

du =

Z

x

0

(1 + u)

5=2

du

=

2

5

(1 + u)

5=2

j

x

0

=

2

5

((1 + x)

5=2

� 1) :

Sledi

y

p

(x) =

= �

2

3

r

1 + x

1� x

((1� x)

3=2

� 1) +

2

5

1

p

1� x

2

((1 + x)

5=2

� 1)

= �

4(1 + x)

2

15

p

1� x

+

2

p

1 + x

3

p

1� x

�

2

5

p

1� x

2

:

Drugi in tretji �len sta ve�kratnika re�sitev homogenega sistema, zato lahko za

partikularno re�sitev izberemo kar

y

p

(x) = �

4(1 + x)

2

15

p

1� x

:

Splo�sna re�sitev bo

y = y

p

+ 

1

y

1

+ 

2

y

2

:

Iz y

p

(0) = �4=15 in y

1

(0) = y

2

(0) = 1 sledi

�

4

15

+ 

1

+ 

2

= 0 :

Izra�unamo �se y

0

1

(0) = 1, y

0

2

(0) = 0 in

y

0

p

(0) = �

2

3

:

Sledi

�

2

3

+ 

1

= 0

ali 

1

= 2=3 in 

2

= �2=5.

Oenjevanje:
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{ Formula: 3 to�ke.

{ Vstavljanje: 3 to�ke.

{ Integriranje: 3 to�ke.

{ Partikularna re�sitev: 3 to�ke.

{ Upo�stevanje za�etnih pogojev: 3 to�ke.
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4. (25) Zamislite si, da skozi zemljo izkopljemo raven rov, ki gre skozi sredi�s�e. Na

povr�sju zemlje v rov spustimo kamen z maso m, ki prosto pada. Naj bo R polmer

zemlje in m

z

njena masa. Z x(t) ozna�imo oddaljenost kamna od sredi�s�a zemlje, tako

da je x(0) = R. Na za�etku je _x(0) = 0. Ob upo�stevanju linearnega zakona zra�nega

upora opisuje gibanje kamna, dokler ni njegova hitrost enaka 0, diferenialna ena�ba

m�x = �

kmm

z

x

R

3

�  _x ;

kjer je k gravitaijska konstanta in  konstanta zra�nega upora. Ozna�ite

� =



m

in � =

km

z

R

3

in predpostavite �

2

� 4� = 

2

> 0.

a. (10) Poi�s�ite splo�sno re�sitev diferenialne ena�be.

Re�sitev: Ena�bo prepi�simo v

m�x +  _x+

kmm

z

x

R

3

= 0 :

Delimo z m in ozna�imo � = =m in � = km

z

=R

3

. Karakteristi�ni polinom te

linearne diferenialne ena�be drugega reda je

P (�) = �

2

+ ��+ �

z ni�lama

�

1;2

=

���

p

�

2

� 4�

2

=

��� 

2

:

Splo�sna re�sitev bo oblike

x(t) = 

1

e

�

1

t

+ 

2

e

�

2

t

:

Oenjevanje:

{ Ideja, da je ena�ba linearna: 3 to�ke.

{ Prepis v obi�jno obliko: 3 to�ke.

{ Ni�li karakteristi�nega polinoma: 3 to�ke.

{ Pripadajo�e re�sitve: 3 to�ke.

{ Splo�sna re�sitev: 3 to�ke.

b. (15) Za�etni pogoji so dani z x(0) = R in _x(0) = 0. V �asu t

0

=

1



log(�

1

=�

2

) bo

kamen v sredi�s�u zemlje. Izra�unajte njegovo hitrost v trenutku t

0

.

Re�sitev: Iz za�etnih pogojev dobimo

x(0) = 

1

+ 

2

= R in _x(0) = 

1

�

1

+ 

2

�

2

= 0 :

Sledi



1

= �

R�

2



in 

2

=

R�

1



:
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Re�sitev ena�be je

x(t) =

R



�

��

2

e

�

1

t

+ �

1

e

�

2

t

�

:

Hitrost v trenutku t

0

je

_x(t

0

) =

R�

1

�

2



�

�e

�

1

t

0

+ e

�

2

t

0

�

:

Odgovor lahko �se poenostavimo in ozna�imo �

1

=�

2

= � in dobimo

_x(t

0

) =

R�



(��

�

1

=

+ �

�

2

=

) :

Oenjevanje:

{ Upo�stevanje prvega za�etnega pogoja: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje drugega za�etnega pogoja: 2 to�ki.

{ Konstanti: 2 to�ki.

{ Odvajanje x: 2 to�ki.

{ Hitrost: 2 to�ki.
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