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1. (20) Funk
ija f : R

3

! R naj bo dana z

f(x; y; z) = yz + sin(xy)� 
os(xz)� 2 :

a. (10) Doka�zite, da v neki okoli
i U to�
ke (�; 1) obstaja funk
ija g : U ! R, taka

da je g(�; 1) = 1 in f(x; y; g(x; y)) = 0 na U . Izra�
unajte par
ialna odvoda

funk
ije g v to�
ki (�; 1).

Re�sitev: Po izreku o impli
itni funk
iji taka funk
ija g obstaja na neki okoli
i

to�
ke (�; 1), �
e je f

z

(�; 1; 1) 6= 0. Zlahka preverimo, da je

f

z

(x; y; z) = y + x sin(xz) :

Vstavimo dano to�
ko in dobimo f

z

(�; 1; 1) = 1. Par
ialna odvoda sta

g

x

(�; 1) = �f

x

(�; 1; 1) = 1 in g

y

(�; 1) = �f

y

(�; 1; 1) = � � 1 :

O
enjevanje:

{ Preverjanje f(�; 1; 1) = 0: 2 to�
ki.

{ Preverjanje f

z

(�; 1; 1) 6= 0: 2 to�
ki.

{ Citiranje izreka o impli
itni funk
iji: 2 to�
ki.

{ Izra�
un g

x

(�; 1) in g

x

(�; 1): 2+2 to�
ki.

b. (10) Izra�
unajte �se g

xx

(�; 1).

Re�sitev: Identiteto f(x; y; g(x; y)) = 0 odvajamo dvakrat po x. Po prvem odva-

janju dobimo

f

x

+ f

z

� g

x

= 0 :

Odvajamo po x �se enkrat.

f

xx

+ f

xz

� g

x

+ (f

xz

+ f

zz

� g

x

) � g

x

+ f

z

� g

xx

= 0 :

Vstavimo to�
ko (�; 1; 1) in dobimo

�1� 2�g

x

(�; 1)� �

2

� g

2

x

(�; 1) + g

xx

(�; 1) = 0 :

Sledi g

xx

(�; 1) = 1 + 2� + �

2

.

O
enjevanje:

{ Prvo odvajanje identitete: 3 to�
ke.

{ Drugo odvajanje identitete: 3 to�
ke.

{ Vstavljanje to�
k: 2 to�
ki.

{ Rezultat: 2 to�
ki.
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2. (20) Valj postavimo v koordinatni sistem tako, kot ka�ze spodnja slika. Geometrijsko

sredi�s�
e valja je v izhodi�s�
u koordinatnega sistema. Vi�sina valja naj bo 2H in polmer

osnovne ploskve R.

z

x

y

a. (10) Izra�
unajte masni vrtilni vztrajnostni moment valja I

xx

okrog osi x za valj

s konstantno masno gostoto �, torej

I

xx

= �

Z

V

(y

2

+ z

2

) dx dy dz :

Re�sitev: Vpeljemo 
ilindri�
ne koordinate. Integral preide v

�

Z

V

(x

2

+ z

2

) dx dy dz = �

Z

H

�H

dz

Z

2�

0

d�

Z

R

0

(r

2

sin

2

�+ z

2

)rdr

= �

Z

H

�H

dz

Z

2�

0

(

R

4

4

sin

2

�+

R

2

z

2

2

)d�

= �

Z

H

�H

(

�R

4

4

+ �R

2

z

2

) dz

= �(

2�R

4

H

4

+

2�R

2

H

3

3

)

=

mR

2

4

+

mH

2

3

Tukaj je m masa valja.

O
enjevanje:
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{ Uvedba 
ilindri�
nih koordinat: 2 to�
ki.

{ Preobrazba obmo�
ja: 2 to�
ki.

{ Ja
obian: 2 to�
ki.

{ Fubini: 2 to�
ki.

{ Rezultat: 2 to�
ki.

b. (10) Izra�
unajte integral

Z

V

x

2

+ z

2

p

x

2

+ y

2

dx dy dz :

Utemeljite, da je integral dobro de�niran.

Re�sitev: Spet uvedemo 
ilindri�
ne koordinate. Integriramo ne-negativno funk
ijo,

zato bo integral dobro de�niran, �
e obstaja.

Z

V

x

2

+ z

2

p

x

2

+ y

2

dx dy dz =

Z

H

�H

dz

Z

2�

0

d�

Z

R

0

r

2


os

2

�+ z

2

r

rdr

=

Z

H

�H

dz

Z

2�

0

(

R

3

3


os

2

�+Rz

2

)d�

=

Z

H

�H

(

�R

3

3

+ 2�Rz

2

) dz

=

2�R

3

H

3

+

4�RH

3

3

O
enjevanje:

{ Uvedba 
ilindri�
nih koordinat: 2 to�
ki.

{ Preobrazba obmo�
ja: 2 to�
ki.

{ Ja
obian in Fubini: 2 to�
ki.

{ Utemeljitev, da je integral dobro de�niran: 2 to�
ki.

{ Rezultat: 2 to�
ki.
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3. (20) Naj bo F = x

3

i+ x

2

yj+ x

2

zk.

a. (10) Izra�
unajte pretok tega vektorskega polja skozi povr�sino valja, danega z

V = f(x; y; z) : x

2

+ y

2

� a

2

; 0 � z � bg.

Re�sitev: Najprej izra�
unamo divergen
o vektorskega polja.

div(F) = x

2

� (3 + 1 + 1) = 5x

2

:

Uporabimo Gaussov izrek in v trojni integral uvedemo 
ilindri�
ne koordinate.

Dobimo

Z

�V

F dS = 5

Z

b

0

dz

Z

2�

0


os

2

� d�

Z

a

0

r

3

dr =

5�a

4

b

4

:

O
enjevanje:

{ Izra�
un divergen
e: 2 to�
ki.

{ Citiranje Gaussovega izreka: 2 to�
ki.

{ Uvedba 
ilindri�
nih koordinat: 2 to�
ki.

{ Fubini: 2 to�
ki.

{ Rezultat: 2 to�
ki.

b. (10) Izra�
unajte �se pretok F skozi zgornjo polovi
o povr�sine krogle s polmerom

R in izhodi�s�
em v sredi�s�
u. Zgornja polovi
a je tista, za katero je z � 0.

Re�sitev: Mo�znosti je ve�
. Ena je ta, da opazimo, da je pretok skozi poljuben del

ravnine xy enak ni�
, ker je polje na tej ravnini vzporedno z njo. Pretok skozi

zgornji del krogle torej lahko spet izra�
unamo po Gaussovem izreku, ker je enak

integralu divergen
e po zgornji polovi
i krogle. Uvedemo �se krogelne koordinate

in dobimo

Z

�V

F dS = 5

Z

2�

0


os

2

� d�

Z

�=2

0

sin � sin

2

� d�

Z

R

0

r

4

dr =

2�R

5

3

:

Upo�stevali smo, da je

R

�=2

0

sin

3

� d� =

R

1

0

(1� u

2

) du = 2=3, kar sledi iz vpeljave

nove spremenljivke 
os � = u.

O
enjevanje:

{ Opa�zanje, da je pretok skozi xy-ravnini enak 0: 4 to�
ke.

{ Citiranje Gaussovega izreka: 2 to�
ki.

{ Uvedba krogelnih koordinat: 2 to�
ki.

{ Rezultat: 2 to�
ki.
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4. (20) Ena od Maxwellovih ena�
b pravi, da sta magnetno polje B in polje tokov v

prostoru J povezana z ena�
bo rot(B) = �

0

J, kjer je �

0

permeabilnost prostora. Naj

bo B = (2x

2

y + 2z

2

y;�2xy

2

� 2xz

2

; 0).

a. (10) Naj bo S povr�sina zgornjega dela krogle (brez dela v xy-ravnini) s polmerom

R in sredi�s�
em v izhodi�s�
u. Za normalo izberite r=r. Izra�
unajte

Z

S

J dS :

Re�sitev: Uporabimo Stokesov izrek

Z

S

J dS =

1

�

0

Z

S

rot(B) dS

=

1

�

0

Z

�S

B dr :

Kro�zni
o �S parametriziramo kot x(t) = R 
os t in y(t) = R sin t za 0 � t � 2�.

Krivuljni integral lahko prepi�samo v

Z

�S

B dr = �4R

4

Z

2�

0


os

2

t sin

2

t dt = �R

4

� :

O
enjevanje:

{ Citiranje Stokesovega izreka: 2 to�
ki.

{ Prevedba na krivuljni integral: 4 to�
ke.

{ Izra�
un krivuljnega integrala: 4 to�
ke.

b. (10) Poka�zite, da je div(J) = 0.

Re�sitev: Divergen
a rotorja je vedno enaka 0.

O
enjevanje:

{ Izra�
un J: 4 to�
ke.

{ Izra�
un div(J): 6 to�
k.

{ Opomba: Citiranje, da je divergen
a rotorja vedno enak 0: 10 to�
k.
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5. (20) Funk
ija f(x) na intervalu [��; �℄ naj bo de�nirana z

f(x) =

8

<

:


os x za 0 < x < �

� 
os x za �� < x < 0

0 za x = 0; �;��.

a. (10) Doka�zite, da je za 0 < x < �


os x =

8

�

1

X

n=1

n sin 2nx

4n

2

� 1

:

Utemeljite, zakaj Fourierova vrsta za 0 < x < � konvergira proti 
os x.

Re�sitev: Funk
ija le liha, zato je a

n

= 0 za vse n � 0. Izra�
unajmo najprej

b

1

=

2

�

Z

�

0


os x sin x dx = 0 ;

kot se br�z prepri�
amo s substitu
ijo 2x = u. Za n > 0 zapi�semo

b

n

=

2

�

Z

�

0

sin((n+ 1)x) + sin((n� 1)x)

2

dx

=

1

�

�

�


os((n + 1)x)

n+ 1

�


os((n� 1)x)

n� 1

�

�

0

=

1

�

�

�(�1)

n+1

+ 1

n + 1

+

1� (�1)

n�1

n� 1

�

:

Upo�stevali smo, da je 
os(n�) = (�1)

n

. Br�z se prepri�
amo, da za lihe n dobimo

b

n

= 0, za sode pa b

n

= (1=�)4n=(n

2

� 1).

�

Ce sode n zapi�semo kot 2k in

se�stevamo po k dobimo to�
no zgornji rezultat. Fourierova vrsta konvergira v

vsaki to�
ki, ker je f(x) odsekoma zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva in velja

povsod (f(x+) + f(x�))=2 = f(x).

O
enjevanje:

{ Ugotovitev, da je funk
ija liha: 2 to�
ki.

{ Izra�
un b

0

: 2 to�
ki.

{ Izra�
un b

n

: 4 to�
ke.
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{ Utemeljitev konvergen
e: 2 to�
ki.

b. (10) Uporabite a. za izra�
un vsote neskon�
ne vrste

1

X

n=0

(�1)

n

(2n+ 1)

4(2n+ 1)

2

� 1

:

Re�sitev: V zgornjo vrsto vstavimo x = �=4. Ostanejo samo lihi �
leni, ker je

sin(k�) = 0 za vsak k. V Fourierovi vrsti za f(x) na levi dobimo f(�=4) =


os(�=4) =

p

2=2, na desni pa iskano vrsto pomno�zeno z 8=�. Rezultat je

�

p

2=16.

O
enjevanje:

{ x = �=4: 4 to�
ke.

{ Samo lihi �
leni so razli�
ni od 0: 2 to�
ki.

{ Vsota neskon�
ne vrste: 4 to�
ke.
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6. (20) Dana naj bo nehomogena linearna diferen
ialna ena�
ba s konstantnimi koe�-


ienti

y

00

� 3y

0

+ 2y = f(x) :

a. (10) Naj bo f(x) = e

x

. Poi�s�
ite re�sitev ena�
be pri za�
etnih pogojih y(0) =

y

0

(0) = 0.

Re�sitev: Karakteristi�
ni polinom P (�) = �

2

� 3� + 2 ima ni�
li � = 1 in � = 2.

Re�sitvi homogene ena�
be sta e

x

in e

2x

. Partikularno re�sitev i�s�
emo z nastavkom

axe

x

. Nastavek vstavimo v diferen
ialno ena�
bo in dobimo

a(2e

x

+ xe

x

� 3e

x

� 3xe

x

+ 2xe

x

) = �ae

x

= e

x

:

Iz tega razberemo a = �1. Splo�sna re�sitev nehomogene ena�
be je

y(x) = �xe

x

+ 


1

e

x

+ 


2

e

2x

:

Za�
etnim pogojem bo zado�s�
eno, �
e bo

y(0) = 


1

+ 


2

= 0

y

0

(0) = 


1

+ 2


2

= 1 ;

torej 


1

= �1 in 


2

= 1.

O
enjevanje:

{ Re�sitvi homogene ena�
be: 3 to�
ke.

{ Nastavek za nehomogeno ena�
bo: 3 to�
ke.

{ Re�sitev, ki ustreza robnim pogojem: 4 to�
ke.

b. (10) Naj bo f(x) = e

x


os(x). Poi�s�
ite re�sitev ena�
be pri za�
etnih pogojih y(0) =

y

0

(0) = 0.

Re�sitev: Ena�
bo re�sujemo v kompleksni obliki. Partikularna re�sitev bo realni del

re�sitve ena�
be

y

00

� 3y

0

+ 2y = e

x

(
os x+ i sin x) = e

(1+i)x

:

Kompleksno �stevilo � = 1 + i ni koren karakteristi�
nega polinoma, zato re�sitev

i�s�
emo z nastavkom Ae

�x

. Vstavimo v ena�
bo in dobimo po kraj�sanju z e

�x

A(1 + i)

2

� 3A(1 + i) + 2A = A(1 + 2i� 1� 3� 3i+ 2) = A(�1� i) = 1 :
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Sledi A = (�1 + i)=2. Realni del (�1 + i)e

(1+i)x

=2 je (�e

x


os x � e

x

sin x)=2.

Splo�sna re�sitev bo oblike

y(x) = (�e

x


os x� e

x

sin x)=2 + 


1

e

x

+ 


2

e

2x

:

Za�
etnima pogojema bo zado�s�
eno, �
e bo

�1 + 


1

+ 


2

= 0

�2 + 


1

+ 2


2

= 0

Iz tega izra�
unamo 


1

= 0 in 


2

= 1.

O
enjevanje:

{ Nastavek za nehomogeno ena�
bo: 4 to�
ke.

{ Izra�
un potrebne konstante A: 3 to�
ke.

{ Re�sitev, ki ustreza za�
etnim pogojem: 4 to�
ke.
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7. (20) Dele
 se giblje v ravnini xy s hitrostjo v. Ozna�
imo z v

1

in v

2

koordinati v v

�
asu t. Gibanje del
a opisuje sistem diferen
ialnih ena�
b

_v

1

= �bv

2

_v

2

= bv

1

:

a. (10) Poi�s�
ite fundamentalno matriko re�sitev zgornjega sistema.

Re�sitev: Matrika za ta sistem diferen
ialnih ena�
b je

�

0 �b

b 0

�

:

Karakteristi�
ni polinom te matrike je P (�) = �

2

+ b

2

z lastnima vrednostima bi

in �bi. Pripadajo�
a lastna vektorja sta

x

1

=

�

i

1

�

in x

2

=

�

�i

1

�

:

Dve linearno neodvisni re�sitvi dobimo tako, da vzamemo realni in imaginarni del

e

ibt

x

1

. Dobimo

y

1

(t) =

�

� sin bt


os bt

�

in y

2

(t) =

�


os bt

sin bt

�

:

Stolp
a fundamentalne matrike bosta linearni kombina
iji y

1

in y

2

, ki bosta us-

trezali za�
etnima pogojema e

1

ali e

2

. Konstante zlahka poi�s�
emo in dobimo fun-

damentalno matriko kot

Y(t) =

�


os bt � sin bt

sin bt 
os bt

�

:

O
enjevanje:

{ Lastne vrednosti: 2 to�
ki.

{ Lastna vektorja: 2 to�
ki.

{ Linearno neodvisni re�sitvi: 2 to�
ki.

{ Nastavek za iskanje stolp
ev fundamentalne matrike: 2 to�
ki.

{ Fundamentalna matrika: 2 to�
ki.
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b. (10) Dolo�
ite polo�zaj del
a v �
asu t, �
e je dele
 v �
asu t = 0 v izhodi�s�
u in je

v

1

(0) = 1 ter v

2

(0) = 1.

Re�sitev: Re�sitev pri danih za�
etnih pogojih dobimo kot

v(t) = Y(t) �

�

1

1

�

=

�


os bt� sin bt


os bt + sin bt

�

:

Polo�zaj del
a v �
asu t dobimo z integra
ijo hitrosti.

y(t) =

Z

t

0

v(s) ds =

1

b

�

sin bt + 
os bt� 1

sin bt� 
os bt + 1

�

:

O
enjevanje:

{ Re�sitev pri danih za�
etnih pogojih: 4 to�
ke.

{ Ugotovitev, da je potrebno integrirati: 2 to�
ki.

{ Rezultat: 4 to�
ke.
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8. (20) Iz polkro�zne posode s polmerom R, ki je napolnjena do roba, na dnu izteka

teko�
ina skozi odprtino s presekom D. Z h(t) ozna�
imo vi�sino gladine vode kot na

spodnji sliki.

h(t)

Po Tori
ellijevem zakonu

1

ustreza vi�sina vode kot funk
ija �
asa diferen
ialni ena�
bi

�h

0

S(h) = �D

p

2gh ;

kjer je S(h) povr�sina gladine, ko je njena vi�sina enaka h. V na�sem primeru je S(h) =

�h(2R� h).

a. (10) Poka�zite, da re�sitev h zgornje diferen
ialne ena�
be pri za�
etnem pogoju

h(0) = R ustreza ena�
bi

(2R)

2h

3=2

3

�

2h

5=2

5

= �at +R

5=2

� 14=15;

kjer je a = �D

p

2g=�.

Re�sitev: Ena�
bo prepi�semo v obliko primerno za integra
ijo.

h

0

p

h(2R� h) = �

�D

p

2g

�

:

Integriramo obe strani in dobimo

(2R)

2h

3=2

3

�

2h

5=2

5

= �at + 
;

kjer je z a ozna�
ena konstanta na desni. Iz za�
etnega pogoja sledi, �
e vstavimo

t = 0 in h(0) = R, da je

R

5=2

(4=3� 2=5) = 


ali 
 = R

5=2

� 14=15.

O
enjevanje:

1

Evangelista Torri
elli (1608-1647), italijanski �zik in matematik
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{ Prepis v obliko primerno za integriranje: 3 to�
ke.

{ Integriranje leve strani: 3 to�
ke.

{ Integriranje desne strani: 3 to�
ke.

{ Nastavek za konstanto: 3 to�
ke.

{ Re�sitev: 3 to�
ke.

b. (10) Izra�
unajte �
as do trenutnka, ko bo iz posode iztekla vsa voda.

Re�sitev: Zanima nas �
as, ko bo h(t) = 0. Vstavimo v ena�
bo v a. in dobimo

0 = �at +R

5=2

� 14=15 :

Sledi

t =

14R

5=2

15a

:

O
enjevanje:

{ Ideja za uporabo to�
ke a.: 5 to�
k.

{ Ena�
ba za t: 3 to�
ke.

{ Rezultat: 2 to�
ki.


