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1. (20) Naj bo f: R — R dvakrat zvezno odvedljiva funkcija ene spremenljivke. Za

x # y definiramo
r+y
F(x,y)Zf( )
r—Yy

a. (10) Izracunajte

OF n oF
r— —.
oz 7 y
Resitev: Oznacimo
ue,y) = Y
) x _ y *
Po pravilu za odvajanje sestavijenih funkcij je
8_F:f/_@ in 8_F:f/,@.
ox ox oy dy
Ugotovimo
du —2y _ ou 2x
—=— in — =
Or  (r—y) dy (z—y)
Racunamo
L OF y??_F:f, ztyy (e +y2e)
Ox dy T -y (x —y)?
Ocenjevange:

—  Formula za odvajanje: 2 tocki.
— Konkretni parcialni odvodi: 2 tocki.
— Formula za odvajanje: 2 tocks.
— Konkretni parcialni odvodi: 2 tocki.

— Sestevanje, izpostavljange in rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izrazite

0*F 0?F
'Z‘ —_ _
orz Y oy?
zx,yin f".
Resitev: Oznacimo kot prej
r+y
u(z,y) = .
r—y

Po pravilih za odvajanje sestavijenih funkcij je

or _, o
or oxr
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Sledi ) ) )
O°F , [ Ou , O7u
) (a—x) A
i podobno
PF . (ou\> . Ou
5 = "ol = + [ -
dy dy Ay
Izracunamo se
0u 4y _ 0u 4z
R e T
Ugotovimo
SN (oY Ay P P
ox Y oy)  (x—y)3 oz Y oy:
Sledi
OPF O*F dry ., (x+y
T — Y= = — f .
Ox* 7 Oy? (x—y)P" \oz—y
Ocenjevange:

— Formula za drugi parcialni podvod: 2 tocki.

2%u .
— 6—112‘ 2 tocki.
92
- S5 2 tocki.
oy
— Vstavljange in poenostavijanje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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2. (20) Naj bo a > 0 dano stevilo.
a. (10) Poiscite mozne ekstreme funkcije
f(a,y,2) = log(a —x) +log(a —y) +log(a — )

pri pogoju
g(x,y,z)=x+y+2z—2a=0.

Resitev: Po Lagrangeu sestavimo funkcijo

F(z,y,2) = f(x,y,2) — Ag(x,y, 2)

in njene parcialne dovode izenacimo z 0. Dobimo enacbe

oF _ 1 o

% - —a?v)\—o
- o Y
E:_a—z_)\zo'

Iz enach sledi, da je x =y = z. Iz pogoja sklepamo, da je x =y = z = 2a/3.
Ocenjevange:

— Lagrange: 2 tocki.

— Parctalni podvodi: 2 tocki.

— OpaZange, da je x =y = z: 2 tocki.
—  Vstavljanje v pogoj: 2 tocki.

— Resitev: 2 tocki.

b. (10) Na podrocju A = {(x,y): 0 < z,y < a,z + y > a} naj bo funkcija f(x,y)
dana z
f(z,y) =log(a — x) +log(a — y) + log(x +y — a).

Poiscite stacionarne tocke funkcije na A in ugotovite ali so lokalni maksimumi
ali lokalni minimumi.

Regsitev: Parcialna dovoda funkcije f(x,y) izenacimo z 0. Dobimo enacbi

of _— _ 1, 1 _

ox a—x +m+y7a =0
d- Ly —— =0
oy a—y zty—a :

Sledi ©x = y. Iz prve enacbe sledi

a—xr=2r—a,
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torej x =y = 2a/3. Za Hessovo matriko dobimo

_ 1 _ 1 1
Hf(z,y) = (Hyia)Ql (a=a)? 1(7a+m+y)2 1

" (@ty—a)? - (@ty—a)?  (a—y)?

Vstavimo x = y = 2a/3 in dobimo

s = (30

Matrika je negativno definitna, zato je stacionarna tocka lokalni maksimum.
Ocenjevange:

— Parcialna odvoda: 2 tocki.
— Stacionarna tocka: 2 tocki.
— Drugi odvodi: 2 tocki.

—  Vstavljange: 2 tocki.

— Negativna definitnost in sklep: 2 tocki.
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3. (20) Naj bo G = {(x,y,2): 0 < z < h, /2?2 4+ y2 < z} na glavo postavljen stozec z
vrhom v izhodis¢u, ki ima za os kar os z in visino h. Telo G je na sliki 1.

TeloG

-15 15

Sl. 1 Telo G.
a. (10) Izracunajte
/ zdxdydz.
G
Regitev: Uvedemo cilindricne koordinate. Telo G v cilindricnih koordinatah
opisemo z
G=A{(r9,2):0<2<h,r<z0<¢<2n}.
Racunamo
27 h z
/ zdrdydz = / d(b/ zdz / rdr
G 0 0 0
h 3
= 27 / Z dz
0 2
B wh?
4
Ocenjevange:

— Cilindricne koordinate: 2 tocki.
— Meje: 2 tocku.

—  Fubini: 2 tocki.

— Integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izracunajte masni vztrajnostni moment telesa G okrog osi z, ¢e pred-
postavite, da je gostota konstantno enaka p, torej

I.=p / (22 +y*) dedydz.
a
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Regsitev: Racunamo

L. = p/(fv2+y2)dxdydz
e}
27 h z
:p/ d¢/dz/r3dr
0 0 0
ho4
= 2 —d
7rp/0 1 3z

wph?
10

Ocenjevange:

— Cilindri¢ne koordinate: 2 tocki.
— Meje: 2 tock:.

—  Fubini: 2 tocki.

— Integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Ploskev S naj bo dana z

O (u,v) = (u, cosucosv — sinusin v, sin u cos v 4 cos u sinv)
za 0 <u<27rin 0 <wv <27.
a. (10) Poiscite normalo na ploskev v tocki T'(m, 1,0).
Resitev: Racunamo
®, = (1, —sinucosv — cosusin v, cosu cosv — sin u sin v)
mn
®, = (0, —cosusinv — sinwu cosv, —sinusinv 4+ cosu cos v) .

Nagteze je izracunati prvo komponento vektorskega produkta ®,x®,,. Izpostavimo
lahko cosucosv — sinusinv. Dobimo

(cosucosv — sinusinv)(—sinu cosv — cos usinv + cosusin v + sinwu cosv) = 0.
Sleds
®, x &, = (0, —cosucosv + sinusinv, — cosusinv — sinu cosv) .
Tocka (u,v), ki se preslika v'T, je (mw,m). Sledi
n=(0,—1,0).

Ocenjevange:

— Py 2 tocki.

— By 2 tocki.

— Vektorski produkt: 2 tocki.
— (u,v): 2 tocki.

— Vstavljanje in normala: 2 tocki.

b. (10) Naj bo F = (z,y, z). Izracunajte pretok tega vektorksge polja skozi ploskev
S.

Regsitev: Racunamo

= / F- (o, x®,)dudv
S

= / dudv
[0,27] x[0,27]

= 472,

Ocenjevange:

—  Formula: 2 tocki.

— Meje: 2 tocki.

— MnoZenje: 2 tocki.

— Poenostavljange: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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5. (20) Naj bo G = {(x,y,2): 0 < z < h, /2?2 4+ y2 < z} na glavo postavljen stozec z
vrhom v izhodis¢u, ki ima za os kar os z in visino h. Telo G je na sliki 2.

TTTTT

Sl. 2 Telo G.

a. (10) Naj bo F = (z,y, —\/2? + y?). Izracunajte pretok tega vektorskega polja
skozi tisti del povrsine telesa GG, ki sovpada s plaséem stozca. Za normalo vedno
izberite vektorje, ki kazejo iz telesa.

Resitev: Plas¢ stozca “zapremo” z osnovno ploskvijo. Opazimo div(F) = 2. Po
Gaussovem izreku je pretok skozi celotno pouvrsino telesa G enak

/ FdS:/ div(F)dx dydz.
oG e

Ker je divergenca polja konstantna, je

2rh3

/ div(F)dzedydz =
G

Odsteti moramo Se pretok skozi osnovno ploskev. Oznacimo krog s K. Pretok

skozi krog je
—/ Va2 +y?dedy.
K

Uvedemo polarne koordinate in racunamo

21 h
—/ Vaz+yrdedy = —/ d<;5/ r-rdr
K 0 0
h3

= 21—

3
2h?
5 -

Iskani pretok je 4wh3/3.

Ocenjevange:

— Zapiranjge ploskve: 2 tocki.
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— Divergenca: 2 tocki.
— Gauss: 2 tocki.
— Pretok skozi dodano ploskev: 2 tock:.

— Integriranje in rezultat: 2 tocki.

b. (10) Naj bo F = (zz,yz,2?). Izracunajte pretok skozi tisti del povrsine G, ki
sovpada s plaséem stozca. Za normalo izberite vektorje, ki kazejo iz telesa G.

Resitev: Opazimo div(F) = 4z. Plas¢ stozZca “zapremo” z osnovno ploskvijo.
Pretok skozi celotno povrsini G dobimo po Gaussu kot

/ FdS:/ div(F)dx dydz.
oG e

Vemo, da je ta integral enak wh*. Ker je na osnovni ploskvi n = (0,0,1) in je
tam z = h, je pretok skozi dodano ploskev enak wh*. Iskani pretok je enak 0.

Opomba: Nalogo lahko resimo tudi tako, da opazimo, da je polje vzporedno plascu
stozca.

Ocenjevange:

—  Zapirange ploskve: 2 tocki.

— Divergenca: 2 tocki.

— Gauss: 2 tocki.

— Pretok skozi dodano ploskev: 2 tock:.

— Integriranje in rezultat: 2 tock:.

10



