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1. (20) Naj bo f(u) dvakrat zvezno odvedljiva funkcija in definirajmo za zy # 0
r+vy
F(z,y) =zyf (—) :
Ty

a. (10) Izracunajte
Z,OF  ,0F

Resitev: Racunamo

or T4y ,(x+y 1
(i) o (1) ()

Zaradi simetrije je

e (5 (52)- ()
Y ry Yy Y

Vstavimo in sledi

oF oF r+y
2 2 (2, 02
Tor TV, (z7y xy)f(gjy)-

Ocenjevange:

— Pravilo: 2 tocki.

— Pravilo za odvajanje produkta: 2 tocki.
— Fg: 2 tocki.

— Fy: 2 tocki.

— Izraz: 2 tocki.

b. (10) Izra¢unajte
(z + )8F N ,O’F  , O°F
CT YW Gy T e 7Y Oxdy

Resitev: Racunamo z oznako

u(z,y) = x;y
Dobimo P . y ) )
=) (—) + L - L ()
" O°F 1\ 1 y 1
e = s (-2 ) - 1w - L (- )
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Vstavimo in sledi

(x+ )8F+ LOPF  , OPF
TV gy T Bg2 y@x@y_

= e+ (e (oY) P
+(2-2) rw

T T

Ocenjevange:

— Pravilo: 2 tocki.

— Fapgz: 2 tocks.

— Fgy: 2 tocki.,

—  Vstavljange: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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2. (20) Naj bo funkcija f(z,y) definirana na G = {(z,y): 2* + y*> < 1} in dana s

predpisom
fla,y) = -z —/1—a? —y2.

a. (10) Poiscite lokalne ekstreme funkcije f(x,y) in izracunajte Hessejevo matriko.

Resitev: Parcialno odvajamo in odvode izenacimo z 0.

x
=l ———— =0
J 1—a2—9?

n
y —0.

V1= % — 2 B

Sledi y = 0 in x = \/2/2. Izracunamo Se Hessejevo matriko. Dobimo

fy:

lfy2 Ty
12 q2)3/2 12 42)3/2
Hi(z,y) = | (7007 (i)

(1=a2—y?)*2 - (1-a2—y2)*/?

Ocenjevange:

— fax, fy: 2 tocki.

— Tocka: 2 tocki.

— fzax: 2 tocki.

— fay: 2 tocki foy: 2 tocki.

— fyy: 2 tocki.
b. (10) Ugotovite ali so stacionarne tocke lokalni maksimumi ali lokalni minimumi.

Resitev: Vstavimo stacionarno tocko v Hessejevo martiko. Dobimo

Hf(V2/2,0) = (Qf Joi) .

Matrika je pozitivno definitna, zato je tocka lokalni minimum.
Ocenjevange:

—  Vstavljange: 2 toci.
—  Vstavljange: 2 toci.
—  Vstavljange: 2 toci.
— Vstavljanje: 2 toci.
— Hessejva matrika: 2 tocki.

— Sklep: 2 tocki.
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3. (20) Lemniskata je dana z enacbo
(@* + )’ = (2" —y*) = 0.

Krivulja je na spodnji sliki.

Sl. 1 Lemniskata v ravnini.

a. (10) Naj bo G osenceno obmocje na zgornji sliki. Z uporabo polarnih koordinat

izracunajte
/ (1 —2? —yz) drdy.
G

Kot znano vzemite, da je

3 1 1
/sin4xdx = g ~ 1 sin(2z) + 3 sin(4z) .

Resitev: Zaradi simetrije je dovolj izracunati integral po desnem “usesu” lem-
niskate. V polarnih koordinatah je podrocje oblike

H=A{(r,¢): —n/4<¢<7/4,0 <r <+/cos2¢p}.

To dobimo z vstavljanjem x = rcos¢ in y = rsin¢g v enacbo za lemniskato.
Dvojni integral preide v

/(1—:162—3/2) dedy = 2/(1—r2)rdrd¢>
G H

/4 NCTYE
= 2/ d(b/ r(1—r*)dr
4 0

-/
1 w/4 )
= —5/4/4 do ((1 —cos2¢)” —1)
w/4
= —2/ sind‘gbdgzﬁ+z
—7/4 4
s

= 1-—.
8

Ocenjevange:
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— Transformacija podroéja: 2 tocks.

— Jacobian: 2 tocki.

— Koti: 2 tocki.

— Uporaba Fubinijevega izreka: 2 tocki.

—  Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izracunajte Se

dx dy

a\/1— a2 — 2 '
Resitev: Uvedemo polarne koordinate in dobimo podobno kot v a.

dx dy B

T
S AN B R
¢\ 1—ax2—y? /1{\/1—7“2

B 2/”/4 d¢/m rdr
—7/4 0 \/1—7“2

w/4
= 4/ do (1 — /1 — cos2¢)
0
w/4
= —4v/2 ingd
7 \/_/0 sin ¢ do

= 1—4V2+4

drdé

Ocenjevange:

— Transformacija podroéja: 2 tocks.

— Jacobian: 2 tocki.

— Koti: 2 tocki.

— Uporaba Fubinijevega izreka: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Ploskev S naj bo dana parametri¢no z
O(u,v) = (sin 20 cos u, sin 2v sin u, 2 cos? v)
za0<u<2rin0<wv<7/2
a. (10) Izracunajte enotski normalni vektor na ploskev S v tocki T'(v/2/2,/2/2,1).
Resitev: Racunamo
®,, = (— sin 2v sin u, sin 2v cos u, 0)

m
®, = (2cos2v cosu,2cos2vsinu, —4 cosvsinv) .

Sledi
d, x &, = (—4sin 2v cos v sin v cos u, —4 sin 2v cos v sin v sin u, —2 cos 2v sin 2v) .

Razberemo, da je

O (r/4,7/4) = (V2/2,V2/2,1).

Vstavimo in dobimo
O, x O, — (—Jé/z, —ﬁ/z,o) .

Ker je ta vektor enotski, je Ze iskani vektor.
Ocenjevange:

— Py 2 tocki.

— &y 2 tocki.

— Vektorskt produkt: 2 tocki.
— Tocka: 2 tocki.

— n: 2 tocki.

b. (10) Naj bo F' = (z,y, z). Izrac¢unajte pretok vektorskega polja F skozi ploskev
S. Upostevajte

w/2 2 w/2 1
/ sin®2udv = = in / sin 2v cos 2v coslvdv = = .
0 3 0 6

Resitev: Produkt ®, x ®, poenostavimo v
®, x &, = —2sin2v (sin 2v cos u, sin 2v sin u, cos 2v) .

Sleds
F - dS = —2sin 2v(sin? 2v + 2 cos® v cos 2v) du dv .
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Integriramo

/ F-dS = / (—2sin 2v(sin® 2v 4 2 cos® v cos 2v) du dv
S [0,27] x[0,7/2]

w/2
= —Ar / (sin3 20 + 2sin 2v cos 2v cos? v) dv
0

2 2
— _ar (242
"\37%

= —A4r.

Ocenjevange:

— F -dS: 2 tocki.

— Poenostavitev: 2 tocki.
—  Fubini: 2 tocki.

— Integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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5. (20) Naj bo G zgornja polovica krogle s polmerom R in sredis¢em v tocki (0,0, R),
torej
G={(r,y,2): 2°+9y°+ (2 — R’ < R* 2> R}.

Telo je na sliki 2.

4
N

Sl. 2 Del krogle za z > R.

a. (10) Naj bo F = (z,y, ). Izracunajte pretok vektorkega polja F skozi ukrivljen
del povrsine telesa G. Za normalo izberite vektorje s pozitivno z-komponento.

Resitev: Opazimo, da je div(F) = 3. Po Gaussovem izreku je pretok skozi celotno
poursi no telesa 3 -V, kjer je V prostornina. Torej je pretok enak 3 - 2w R3/3 =
21 R3. Normala na ravno ploskev je n = (0,0, —1). Ker je z-komponenta polja
F na ploskvi konstantno R, je pretok enak R- P, kjer je P plos¢ina kroga. Sleds,
da je pretok enak mR®. Ta pretok moramo odsteti in je iskani pretok enak wR3.

Ocenjevange:

— Divergenca: 2 tocki.

— Gauss: 2 tocki.

— Dodana ploskev: 2 tocki.

— Pretok skozi dodano ploskev: 2 tock:.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Najbo F = (y —z+ 1,2 — 1 — z,z — y). Izracunajte pretok polja skozi
ravni del povrsine telesa G, torej krog s polmerom R, ki je vzporeden xy-ravnini
in ima sredisce v tocki (0,0, R).

Resitev: Opazimo, da je div(F) = 0. Opazimo tudi, da na ukrivijenem delu
povrsine telesa G velja F -n = 0. Iskani pretok je enak 0.

Ocenjevange:

— Divergenca: 2 tocki.

— Gauss: 2 tocki.

— Dodana ploskev: 2 tocki.

— Pretok skozi dodano ploskev: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.



