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1. (20) Naj bosta f(u) in g(v) dvakrat zvezno odvedljivi funkciji.

a. (10) Definiramo
F(z,y) =zf(z+y) +yglz+y).
[zracunajte
0PF PF  O’F
-2 + .
ox? oxdy  0y?

Regsitev: Racunamo

oFr
= fle+y)+af(x+y)+yg(z+y).
S ponovnim odvajanjem sledi
aZF ! 1/ 1
oz = 2/ (z+y) +af'(v+y)+yg"(x+y)
m
azF / 1" / "
920y =fllz+y)+zf'(z+y)+g@+y) +yd'(z+y).
Podobno dobimo
azF 1/ / 1/
e =zf'(z+y)+2¢(x+y)+yg'(z+y).

S sestevanjem ugotovimo

0’F PF  O*F
-2 + =0.
Ox? oxdy  0y?

Ocenjevange:

— Prva parcialna odvoda: 2 tocki.
— Fggz: 2 tocki.
— Fgy: 2 tocki.
— Fyy: 2 tocki.

— Sestevanje in rezultat: 2 tocki.
b. (10) Definirajte

G(r,y) =~ (fx+y)+g(r—vy)) .

< |

Izracunajte

PG 2 G PG

0r2  y oy Oy

Resitev: Racunamo

oG

" é (f(x+y)+9g'(x—y)
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m

82765 N 5 (f"(@+y)+9"(@—y)) .
Racunamo
oG 1 L . —d(r —
a_y:—?(f(:p+y)+g(x—y))+§(f(9€+y) g'(z—y))
0*G 2 2 —d(r —
v E(f(x+y)+g(x—y))—E(f($+?/) g'(x—y))+

ﬂ% (f'(x+y)+g"(x—y)) .

S sestevanjem clenov sledi

PG 2 G  0*G

%_Q'ay oy?

Ocenjevange:

— fx: 2 tocki.
— Fggz: 2 tocki.
— Fy: 2 tocki.
— Fyy: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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2. (20) Naj bo funkcija ¢g(z,y) dana z

g(x,y) = 2%y.
a. (10) Naj bo funkcija f(x,y) dana z
flz,y) =2 +ay.
Poiscite mozne ekstreme funkcije f(z,y) pri pogoju g(x,y) = 1.
Resitev: Po Lagrangu sestavimo funkcijo
Fz,y) = f(z,y) = Ag(z,y)
i njena parcialna odvoda izenacimo z 0. Dobimo enacbi

9F  — x4y —2 ry = 0
9B — - \? = 0.

Zaradi pogoja x = 0 ne pride v postev, zato v drugi enacbi pokrajsamo x in sledi
Ax = 1. Vstavimo v prvo enacbo in dobimo

20 +y —2y =0,
torej y = 2x. Iz pogoja sledi 223 =1 ali x = 3/1/2.

Ocenjevange:

— Lagrange: 2 tocki.

— Parcialni odvodi: 2 tocki.

— Krajsanje in urejange: 2 tocki.
— Uporaba robnega pogoja: 2 tocki.
— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Naj bo funkcija f(x,y) dana z
f(a,y) = a® + bay,
kjer sta a in b razliéni pozitivni stevili. Poiscite mozne ekstreme funkcije f(z,y)
pri pogoju g(z,y) = 1.
Resitev: Po Lagrangu sestavimo funkcijo
in njena parcialna odvoda izenacimo z 0. Dobimo enacbi
%—F = 2ar+by—2\zy = 0
a—% = br — \z? = 0.
y
Zaradi pogoja x = 0 ne pride v postev, zato v drugi enacbi pokrajsamo x in sledi
Ax =0b. Vstavimo v prv0 enacbo in dobimo
2ax + by — 2by =0,
torej 2ax = by. Iz pogoja sledi 2az®/b =1 ali x = {/b/2a.

Ocenjevange:
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— Lagrange: 2 tocki.

— Parcialni odvodi: 2 tocki.

— Krajsanje in urejange: 2 tocki.
— Uporaba robnega pogoja: 2 tocki.

—  Rezultat: 2 tocki.
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3. (20) Valj postavimo v koordinatni sistem tako, kot kaze spodnja slika. Geometrijsko
sredisce valja je v izhodiscu koordinatnega sistema. Visina valja naj bo 2H in polmer
osnovne ploskve R.

a. (10) Izracunajte masni vztrajnostni vztrajnostni moment valja I, okrog osi x
za valj s konstantno masno gostoto p, torej

Im:p/(y2+22)dxdydz.
1%

Resitev: Vpeljemo cilindricéne koordinate. Integral preide v
H 27 R
p/ (> 4+ 2*)dor dy dz = p/ dz/ dgb/ (r?sin? ¢ + 2%)rdr
v —H 0 0
H 2 pd 2.2
R R
— p/ dz/ (—-sin® ¢ + - )do
-H 0 4 2
H T 4

= p/ (i+7TR22’2)dZ
oy 4
2rR'H 27 R*H?3
= A=+ 3
mR?  mH?
4 + 3

)

Tukaj je m masa valja.

Ocenjevange:

— Uvedba cilindriénih koordinat: 2 tocki.
— Jacobian: 2 tocki.

—  Fubini: 2 tocki.

— Integracija: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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b. (10) Izrac¢unajte integral

x2+z2

dx dy dz.

Resitev: Spet uvedemo cilindricne koordinate. Integriramo ne-negativno funkcijo,
zato bo integral dobro definiran, ce obstaja.

x% + 22 2 cos gb+z
———=drdydz = / dz/ dqb/ ——rdr
v /2t +y?
7r 3
= / dz/ (% cos® ¢ + R2*)d¢

3
= / (ﬂ+27rRz )dz
u 3

QTR3H n ArRH?
3 3

Ocenjevange:

— Uwedba cilindri¢nih koordinat: 2 tocki.
— Jacobian: 2 tocki.

—  Fubini: 2 tocki.

— Integracija: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Ploskev naj bo dana parametricno z

O(u,v) = (a\/l +v2cosu, av1+v?sinu, v)

za0<u<2rin —1<ov <1.
a. (10) Poiscite vektor n, ki je pravokoten na ploskev v tocki (v/2a,0,1).

Resitev: Racunamo

d, =av1+v? (—sinu,cosu,0) in o, = <

avcosu  avsinu )
V1+02 V1402

Sledt

av
O, X O, = aV1+v? <cosu,sinu, —7)
V14 v?

Velja ®(0,1) = (v/2a,0,1), torej

n= <\/§a,0, —a2> .

Ocenjevange:

— Dy: 2 tocki.
— &y 2 tocki.

— Vektorski produkt: 2 tocki.
— Parametri: 2 tocki.

— n: 2 tocki.

b. (10) Naj bo F = (x,y, z). Izracunajte pretok polja F skozi ploskev, s tem da
izberete normalo z negativno z-komponento za z > 0.

Resitev: Iz prvega dela sklepamo, da izberemo za normalo ®, x ®,. Racunamo

Pretok = / F. (9, x ®,)dudv
Q

2m 1
= / du / (a*(1 +v*) cos® u + a*(1 + v*) sin’u — a*v?) dv
-1
4ma®

0
= s

Ocenjevange:

—  Formula: 2 tocki.

— Predznak normale: 2 tocki.

— Vstavljanje in meje: 2 tocki.

— Fubint in notrangi integral: 2 tocks.

— Rezultat: 2 tocki.
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. (20) Vektorsko polje naj bo dano z F = (22, yz, 2?).

Ploskev S

Slika 1 Izgled ploskve S.

a. (10) Naj bo @ = [0, 1]® kocka. Naj bo ploskev S tisti del povrsine kocke, ki ne lezi
v nobeni od koordinatnih ravnin kot na Sliki 1. Za normalo si izberite vektorje,
ki kazejo iz kocke. Izracunajte pretok vektorskega polja F skozi to povrsino.

Resitev: Pretok vektorskega polja F skozi vsako od ploskev kock, ki so v koordi-
natnih ravninah, je enak 0, ker je na teh licih kocke vektorsko polje vzporedno
s ploskvijo. Dano ploskev lahko “zapremo” v zakljuceno ploskev 0Q, ne da bi s
tem spremenili pretok. Izracunamo div(F) = 4z. Po Gaussovem izreku je

/ FdS = /div(F)dxdydz
oQ

Q
1 1 1
:4/ da:/dy/zdz
0 0 0
2.

Iskani pretok je 2.
Ocenjevange:

— OpaZanje, da je pretok skozi ostale ploskve 0: 2 tocki.
— Sklep za vse tri ploskve: 2 tocki.

— Ideja z zapiranjem: 2 tocki.

— Divergenca: 2 tocki.

— Gauss in rezultat: 2 tocki.,
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b. (10) Izracunajte pretok vektorskega polja F skozi vsako lice kocke posebej. Za
normalo vedno izberemo vektorje, ki kazejo iz kocke.

Resitev: Na delu ploskve, kjer je z = 1, je F -dS = dS. Pretok je enak kar
povrsing tega dela ploskve, ki je 1. Na delu povrsine kocke, kjer je y = 1, je
F -dS = zdS, torej je pretok

1 1
/ dx/ zdz=1/2.
0 0

Po simetrigi, je tudi pretok skozi lice, kjer je x = 1 enak 1.
Ocenjevange:

—  Vrhnje lice: 2 tocki.

— y=1: 2 toki.

— Integral: 2 tock:.

— x = 1: 2 tocki.

— Simetrija: 2 tocki.
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