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1. (20) Naj bo dana funkcija f : R

3

! R s predpisom

f(x; y; z) = x

2

y + e

x

+ z :

a. (10) Doka�zite, da na primerni okolici U to�cke (1;�1) obstaja funkcija g : U ! R,

taka da je g(1;�1) = 0 in

f(g(y; z); y; z; ) = 0 za (y; z) 2 U .

Izra�cunajte �se parcialna odvoda g

y

(1;�1) in g

z

(1;�1).

Re�sitev: Po izreku o implicitni funkciji je potrebno preveriti, da je f

x

(0; 1;�1) 6=

0. Izra�cunamo

f

x

(x; y; z) = 2xy + e

x

; torej f

x

(0; 1;�1) = 1 6= 0 :

Parcialna odvoda izra�cunamo po formuli

g

y

(1;�1) = �

f

y

(0; 1;�1)

f

x

(0; 1;�1)

= 0 g

z

(1;�1) = �

f

z

(0; 1;�1)

f

x

(0; 1;�1)

= �1 :

Ocenjevanje:

{ Preverjanje f(x

0

; y

0

; z

0

) = 0: 2 to�cki.

{ Preverjanje f

x

(x

0

; y

0

; z

0

) 6= 0: 2 to�cki.

{ Citiranje izreka o implicitni funkciji: 2 to�cki.

{ g

y

(1;�1): 2 to�cki.

{ g

z

(1;�1): 2 to�cki.

b. (10) Izra�cunajte �se drugi parcialni odvod g

yy

(1;�1).

Re�sitev: Identiteto f(g(y; z); y; z) = 0 odvajamo najprej po y.

f

x

� g

y

+ f

y

= 0 :

Odvajamo to zadnjo relacijo �se po y. Dobimo

(f

xx

� g

y

+ f

xy

) � g

y

+ f

x

� g

yy

+ f

xy

� g

y

+ f

yy

= 0 :

V vseh dvojnih parcialnih odvodih f moramo vstaviti to�cko (0; 1;�1), v parcialnih

odvodih g pa to�cko (1;�1). Dobimo

f

xx

(0; 1;�1) = 2 f

xy

(0; 1;�1) = 0 f

yy

(0; 1;�1) = 0

f

x

(0; 1;�1) = 1 g

y

(1;�1) = 0

Vstavimo v zgornjo ena�cbo in dobimo g

yy

(1;�1) = 0.

Ocenjevanje:
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{ Prvo odvajanje: 2 to�cki.

{ Drugo dvajanje: 2 to�cki.

{ f

xx

: 2 to�cki.

{ f

xy

: 2 to�cki.

{ f

yy

: 2 to�cki.
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2. (20) Na sliki je votli valj s konstantno masno gostoto �. Os z je os simetrije votlega

valja, os x pa je vzporedna osnovnima ploskvama in gre skozi te�zi�s�ce telesa. Vi�sina

valja je 2c, notranji polmer je a in zunanji polmer je b.

x

z

a. (10) Izra�cunajte masni vztrajnostni moment

I

zz

= �

Z

V

(x

2

+ y

2

) dx dy dz

telesa okrog osi z.

Re�sitev: Vpeljemo cilindri�cne koordinate in dobimo

I

zz

= �

Z

V

(x

2

+ y

2

) dx dy dz

= �

Z

c

�c

dz

Z

2�

0

d�

Z

b

a

r

2

� r dr

= � � 2c � 2� �

r

4

4

�

�

�

b

a

= � � 2c � 2� �

b

4

� a

4

4

= �c�(b

2

+ a

2

)(b

2

� a

2

)

= m �

b

2

+ a

2

2

Ocenjevanje:

{ Uvedba cilindri�cnih koordinat: 4 to�cke.

{ Fubini: 2 to�cki.

{ Posamezni integrali: 1+1+1 to�cka.

{ Rezultat: 1 to�cka.
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b. (10) Izra�cunajte �se masni vztrajnostni moment

I

xx

= �

Z

V

(y

2

+ z

2

) dx dy dz

telesa.

Re�sitev: Spet uvedemo cilindri�cne koordinate. Dobimo

I

xx

= �

Z

V

(y

2

+ z

2

) dx dy dz

= �

Z

c

�c

z

2

dz

Z

2�

0

d�

Z

b

a

r dr + �

Z

c

�c

dz

Z

2�

0

sin

2

� d�

Z

b

a

r

3

dr

= � �

2c

3

3

� 2� �

b

2

� a

2

2

+ � � 2c � � �

b

4

� a

4

4

= m

c

2

3

+m

a

2

+ b

2

4

Ocenjevanje:

{ Uvedba cilindri�cnih koordinat: 4 to�cke.

{ Fubini: 2 to�cki.

{ Posamezna integrala: 2+2 to�cki.
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3. (20) Naj bo na R

3

dano vektorsko polje F = xi+ yj+ zk.

a. (10) Izra�cunajte pretok vektorskega polja skozi ploskve piramide omejene s ko-

ordinatnimi ravninami in ravnino z = 1� x� y, torej G = f(x; y; z) : x � 0; y �

0; z � 0; z � 1� x� yg. Vedno si izberite normalo, ki ka�ze iz piramide.

Re�sitev: Uporabimo Gaussov izrek. O�citno je div(F) = 3, torej je pretok enak

integralu konstante po piramidi, kar je enako 3V , kjer je V volumen piramide.

Pretpk je torej 1=18.

Ocenjevanje:

{ Divergenca: 3 to�cke.

{ Integral: 3 to�cke.

{ Rezultat: 3 to�cke.

b. (10) Izra�cunajte pretok vektorskega polja F skozi ploskev, ki je graf funkcije

z = f(x; y) = 1� x� y na obmo�cju G = f(x; y) : x � 0; y � 0; 0 � x + y � 1g.

Za normalo si izberite vektor n = (1=

p

3; 1=

p

3; 1=

p

3).

Re�sitev: Opazimo, da je vektorsko polje na koordinatnih ravninah vzporedno s

koordinatnimi razninami, tako da je pretok skozi dano ploskev enak pretoku skozi

celo piramido. Rezultat je 1=18.

Ocenjevanje:

{ Divergenca: Po presoji.
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4. (20) Vektorsko polje F naj bo dano s komponentami

F

1

(x; y; z) = 2x� y

F

2

(x; y; z) = �yz

2

F

3

(x; y; z) = �y

2

z

a. (10) Izra�cunajte krivuljni integral po robu dela krogle s polmerom R med zem-

jepisnima �sirinama �

1

in �

2

in zemljepisnima dol�zinama �

1

in �

2

. Orientacija naj

bo v smeri nasprotni urinemu kazalcu kot na spodnji sliki.

�

1

�

2

�

1

�

2

Re�sitev: Uporabili bomo Stokesov izrek. Izra�cunamo rot(F) = (0; 0; 1). Integral

po dani poti je enak pretoku rotorja skozi ploskev. Ker je rotor konstanten, bo

ta ploskovni integral enak plo�s�cini projekcije ploskve na xy-ravnino, ki je (�

2

�

�

1

)(cos�

1

� cos�

2

).

Ocenjevanje:

{ Rotor: 4 to�cke.

{ Ideja s projekcijo: 3 to�cke.

{ Razultat: 3 to�cke.

b. (10) Izra�cunajte �se krivuljni integral

H

C

(F;n)n dr po isti krivulji kot zgoraj, kjer

je n zunanja normala na ploskev.

Re�sitev: Polje je ves �cas pravokotno na pot. Integral po poti mora biti enak 0.

Ocenjevanje:

{ Po presoji.
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5. (20) Funkcija f(x) na intervalu [��; �] naj bo de�nirana z

f(x) =

8

>

<

>

:

cos x za 0 < x < �

� cos x za �� < x < 0

0 za x = 0; �;��.

a. (10) Doka�zite, da je za 0 < x < �

cos x =

8

�

1

X

n=1

n sin 2nx

4n

2

� 1

:

Utemeljite, zakaj Fourierova vrsta za 0 < x < � konvergira proti cos x.

Re�sitev: Funkcija le liha, zato je a

n

= 0 za vse n � 0. Izra�cunajmo najprej

b

1

=

2

�

Z

�

0

cos x sinx dx = 0 ;

kot se br�z prepri�camo s substitucijo 2x = u. Za n > 0 zapi�semo

b

n

=

2

�

Z

�

0

sin((n+ 1)x) + sin((n� 1)x)

2

dx

=

1

�

"

�

cos((n+ 1)x)

n + 1

�

cos((n� 1)x)

n� 1

#

�

0

=

1

�

"

�(�1)

n+1

+ 1

n + 1

+

1� (�1)

n�1

n� 1

#

:

Upo�stevali smo, da je cos(n�) = (�1)

n

. Br�z se prepri�camo, da za lihe n dobimo

b

n

= 0, za sode pa b

n

= (1=�)4n=(n

2

� 1).

�

Ce sode n zapi�semo kot 2k in

se�stevamo po k dobimo to�cno zgornji rezultat. Fourierova vrsta konvergira v

vsaki to�cki, ker je f(x) odsekoma zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva in velja

povsod (f(x+) + f(x�))=2 = f(x).

b. (10) Uporabite a. za izra�cun vsote neskon�cne vrste

1

X

n=0

(�1)

n

(2n+ 1)

4(2n+ 1)

2

� 1

:
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Re�sitev: V zgornjo vrsto vstavimo x = �=4. Ostanejo samo lihi �cleni, ker je

sin(k�) = 0 za vsak k. V Fourierovi vrsti za f(x) na levi dobimo f(�=4) =

cos(�=4) =

p

2=2, na desni pa iskano vrsto pomno�zeno z 8=�. Rezultat je

�

p

2=16.
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6. (20) Dana je diferencialna ena�cba prvega reda

y

0

=

x + y

x� y

:

a. (10) Poka�zite, da re�sitev, ki ustreza za�cetnemu pogoju y(1) = 0, ustreza ena�cbi

arctg(

y

x

) + log(

x

p

x

2

+ y

2

) = log(x) :

Re�sitev: Ena�cbo prepi�semo v obliko

y

0

=

1 +

y

x

1�

y

x

:

Ena�cba je homogena in jo re�sujemo z nastavkom y(x) = x � u(x). Vstavimo in

dobimo

u+ xu

0

=

1 + u

1� u

;

torej

u

0

(1� u)

1 + u

2

=

1

x

:

Obestrani integriramo po x.

arctg(u) +

1

2

� log(1 + u

2

) = log(x) + c :

Za�cetni pogoj pravi u(1) = 0, kar dolo�ci �se konstanto c = 0. Vstavimo u = y=x

in dobimo �zeleno ena�cbo.

Ocenjevanje:

{ Opa�zanje, da je ena�cba homogena: 3 to�cke.

{ Uporaba nastavka za homogeno ena�cbo: 3 to�cke.

{ Integrotanje: 2 to�cki.

{ Dolo�canje konstante: 2 to�cki.

b. (10) Pod kak�snim kotom seka re�sitev ena�cbe iz a. premico y = x=2?

Re�sitev: Na prese�ci�s�cu je y=x = 1=2, torej je y

0

= 3. Ra�cunamo torej kot med

vektorjem (2; 1) in (1; 3). Vemo, da je

cos� = (2; 1) � (1; 3)=(

p

5 �

p

10) =

p

2=2 :

Kot je torej �=4.

Ocenjevanje:

{ Izra�cun y

0

na prese�ci�s�cu: 4 to�cke.

{ Ideja ra�cunanja kot med tangentama: 3 to�cke.

{ Kot: 3 to�cke.
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7. (20) Naj bo

A =

 

a �b

�a b

!

;

kjer sta a in b pozitivni konstanti.

a. (10) Naj bosta y

1

(t) in y

2

(t) re�sitvi sistema ena�cb

 

_y

1

_y

2

!

=

 

a �b

�a b

!

�

 

y

1

y

2

!

:

Poka�zite, da �ce velja y

1

(0) + y

2

(0) = 1, potem je tudi y

1

(t) + y

2

(t) = 1.

Re�sitev: Za a. in b. del naloge bo najla�ze, �ce poi�s�cemo fundamentalno matriko

re�sitev. Karakteristi�cni polinom je P (�) = �(� � a � b). Pripadajo�ca lastna

vektorja sta x

1

= (b; a) in x

2

= (1;�1) Prvi stolpec v fundamentalni matriki

re�sitev bo

y

1

= c

1

� x

1

+ c

2

� e

�(a+b)t

x

2

:

Iz za�cetnih pogojev sledi c

1

b + c

2

= 1 in c

1

a � c

2

= 0, torej c

2

= a=(a + b) in

c

1

= 1=(a + b). Podobno izra�cunamo �se drugi stolpec fundamentalne matrike

re�sitev in dobimo

Y(t) =

 

(b+ ae

�(a+b)t

)=(a+ b) b(1� e

�(a+b)t

)=(a+ b)

a(1� e

�(a+b)t

)=(a+ b) (a+ be

�(a+b)t

)=(a+ b)

!

:

Oba stolpca fundamentalne re�sitve se se�stejeta v 1, torej je vedno y

1

(t)+y

2

(t) = 1,

�ce to velja za t = 0.

Ocenjevanje:

{ Lastni vrednosti: 2 to�cki.

{ Lastna vektorja: 2 to�cki.

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�cki.

{ Re�sitev pri za�cetnem pogoju: 2 to�cki.

{ Sklep: 2 to�cki.

b. (10) Poi�s�cite re�sitev ena�cbe
_
y = Ay, ki ustreza pogoju y(1) = (0; 1)

T

.

Re�sitev: Iskana re�sitev je

y(t) = Y(t) � c ;

kjer je c = (0; 1), torej

y(t) =

 

b(1� e

�(a+b)t

)=(a+ b)

(a+ be

�(a+b)t

)=(a+ b)

!

:

Ocenjevanje:
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{ Uporaba fundamentalne matrike: 5 to�ck.

{ Rezultat: 5 to�ck.
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8. (20) Valjasta posoda je do vi�sine b napolnjena z vodo. Na vi�sini a < b je odprtina

s presekom ! in na dnu je odprtina s presekom !. Ozna�cimo z h(t) vi�sino gladine v

trenutku t (glej sliko), pri �cemer je h(0) = b. Funkcija h(t) ustreza diferencialni ena�cbi

!�

q

2gh+ !�

q

2g(h� a) = �Dh

0

dokler gladina ne dose�ze prve odprtine in ena�cbi

!�

q

2gh = �Dh

0

;

ko je gladina pod vi�sino a. Pri tem je g zemeljski pospe�sek, � dana konstanta in D

plo�s�cina osnovne ploskve valja.

a

b

h(t)

a. (10) Izra�cunajte �cas, ki je potreben, da gladina dose�ze prvo odprtino.

Re�sitev: Diferencialno ena�cbo prepi�semo v obliko

h

0

p

h+

p

h� a

= �� ;

kjer je � = !�

p

2g=D. Integriramo levo in desno stran in dobimo

2h

3=2

3a

�

2(h� a)

3=2

3a

= ��t + c :

Iz za�cetnih pogojev sledi

2b

3=2

3a

�

2(b� a)

3=2

3a

= c :
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Iz tega razberemo, da je �cas, ki je potreben, da gladina dose�ze vi�sino a enak

t

1

=

2

3a�

(b

3=2

� a

3=2

� (b� a)

3=2

) :

Ocenjevanje:

{ Spoznanje, da je ena�cba z lo�cljivima spremenljivkama: 2 to�cki.

{ Prepsi v primerno obliko: 2 to�cki.

{ Izra�cun integrala: 2 to�cki.

{ Uporaba za�cetnega pogoja: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Po kolik�snem �casu bo posoda prazna?

Re�sitev: O�citno bo re�sitev t

1

+ t

2

, kjer je t

1

�cas iz a. in t

2

�cas, ki je potreben,

da izte�ce vsa voda potem, ko bo enkrat dosegla nivo a.

�

Ce za�cnemo po t

1

znova

meriti �cas, moramo re�siti drugo od zgornjih dveh diferencialnih ena�cb z za�cetnim

pogojem h(0) = a. Prepi�semo v

h

0

p

h

= �� ;

integriramo

2

p

h = ��t + c

in dolo�cimo c = 2

p

a. Ko je h = 0, mora biti t

2

= 2

p

a=�. Celoten �cas, dokler

ne izte�ce vsa voda, je t

1

+ t

2

.

Ocenjevanje:

{ Spoznanje, da je �cas t

1

+ t

2

: 2 to�cki.

{ Prepisovanje diferencialne ena�cbe v primerno obliko: 2 to�cki.

{ Integracija: 2 to�cki.

{ Izra�cun casa t

2

2 to�cki.

{ Kon�cni rezultat: 2 to�cki.


