FAKULTETA ZA STROJNISTVO
Matematika 3
Pisni izpit
13. februar, 1998

Ime in priimek: Letnik:

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite reSevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Nalog je 8, vsaka ima dva dela, ki sta vt po 10 tock,
torej skupaj 20 tock. Na razpolago imate 2 uri in pol (150 min).
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Matematika 3, 1996/97, M. Perman & J. Prezelj

1. (20) Funkcija F : R* — R naj bo dana z

F(z,y,2) =" +y* +22° + 222 — 2.

a. (10) Dokazite, da na primerni okolici U tocke (zg,ys) = (0,0) obstaja funkcija
g: R — R, taka da je ¢(0,0) > 0 in F(z,y,9(z,y)) = 0 za (z,y) € U.
Izracunajte se g,(0,0) in g,(0,0).

Regitev: Nagprej najdemo tocko (xg, o, 20), 2a katero bo F(xq,yo,20) = 0 in
2o > 0. Zlahka se prepricamo, da je to tocka (0,0,1). Po izreku o implicitni
funkciji obstaja okolica U tocke (0,0) in funkcija g, ¢e je F,(xo,yo,20) # O.
Izra¢unamo F,(0,0,1) = 4. Parcialne odvode izrac¢unamo po formuli

F,(0,0,1) 1
20,00 = — —
9:(0.0) F.(0,0,1) 2
F,(0,0,1)
0,0) = —L
9,(0.0) 7.(0,0,1)

Ocenjevanje:

— Toéka (zp,yo,20): 2 tocki.

— Preverjanje F.(0,0,1) # 0: 2 tocki.

— Citiranje izreka o implicitni funkciji: 2 tocki.
— g2(0,0): 2 tocki.

— gy (0,0): 2 tocki.

b. (10) Najdite tocko na ploskvi F(z,y, z) = 0, za katero je tangentna ravnina na
ploskev vzporedna z xy-ravnino in je z > 0.

Resitev: Po izreku o implicitni funkciji pridejo v postev tocke na ploskvi, za
katere je Fy(z,y,z) =0 in F,(z,y,2) = 0. Iz teh dveh zahtev dobimo enacbi

20 +2z = 0
2y

Sledi y = 0, in ker mora biti tocka tudi na ploskvi, mora veljati

224+ 222+ 22 —-2=2>-2=0.
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Torej je x = +v/2. Ker je 2 = —x izberemo tocko (—/2,0,v/2). Utemeljiti
moramo le Se uporabo izreka o implicitni funkciji, torej

F,(—V2,0,vV/2) =2V2 #0.

Ocenjevanje:

— Ideja o parcialnih odvodih: 3 tocke.
— Enacbe za x, y in z: 3 tocke.
— Regitev: 2 toéki.

— Naknadno preverjanje F(z,y,z) # 0: 2 tock:.
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2. (20) Obmo¢je K v R?® naj bo krogla s polmerom 1 in srediséem v tocki (0,0, 1),
torej
K={(z,y,2): 2>+ 9>+ ( —1)* < 1}.

a. (10) Izracunajte integral

/ (22 + 92 + 22?2 dedydz.
K

Resitev: Uvedemo krogelne koordinate. Podrocje K se pretvor: v
H={(r,0,0):0<¢<21,0<0<7/2,0<r <2cosb}.
Dobimo
2 w/2 2cos
/(x2+y2+z2)3/2dxdydz = / d¢/ d0/ r3 - r?sin @ dr
K 0 0 0

7/2 26 cosb @ sin @
or [ B O5ng
0 6

dé

26
= 21—

6.7

Ocenjevanje:

— Uvedba krogelnih koordinat: 2 toéki.
— Transformacija podrocja: 4 tocke.
— Uporaba Fubinijevega izreka: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izra¢unajte izlimitirani integral

z
/K (22 + y? + 22)3/2 dodydz.

Utemeljite, da je izlimitirani integral dobro definiran.

Regitev: Funkcija, ki jo integriramo, je na K ne-negativna, zato bo integral, ce
obstaja, dobro definiran. Uvedimo polarne koordinate. Kot v a. se podrocje
transformira v

H={(r,0,0):0<¢<21,0<0<7/2,0<r <2cosb}.



Matematika 3, 1996/97, M. Perman € J. Prezelj

Integral preide v

2 /2 2cos @ 0
/ do / a9 / [0S 2 Gin B dr
0 0 0

3
w/2
= A4 / cos? fsin 6 df
0
47

3

Ocenjevanje:

— Uvedba polarnih koordinat: 3 tocke.
— Pravilna transformacija integrala: 3 tocke.
— Rezultat: 2 tock:.

— Utemeljitev, da je integral dobro definiran: 2 toéki.
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3. (20) Vektorsko polje F = (z — y)i + 2°zj + (2 + 2?)k je definirano na celem R? in
je tam zvezno odvedljivo.

a. (10) Izracunajte pretok vektorskega polja skozi povrsino krogle s polmerom 1 in
srediSéem v izhodiscu. Za normalo izberemo vektor, ki kaze iz krogle.

Resitev: Uporabimo Gaussov izrek. Izracunamo
div(F) = 2.

Integral te konstante po krogli je 8w /3.

Ocenjevanje:

— Clitiranje Gaussovega izreka: 2 tocki.
— Izracéun divergence: 3 tocke.

— Izracéun integrala po krogli: 5 tock.

b. (10) Izracunajte pretok F skozi povrsino zgornje polovice krogle (brez osnovne
ploskve v zy-ravnini). Za normalo izberite vektor, ki kaze iz krogle.

Resitev: Uporabimo Gaussov izrek. Ce povrsini krogle dodamo se krog v xy-
ravnini s polmerom 1 in srediscem v izhodiséu, dobimo z uporabo Gaussovega
izreka, da je pretok skozi pouvrsino zgornje polovice krogle enak 4mw/3. Pretok
samo skozi zgorngi del krogle dobimo tako, da odstejemo pretok skozi krog v xy
ravnini. Normala na krog je —k, torej je pretok enak

—?drdy = -2 .

Rezultat: 4n/3 + 7 /4 = 197 /12.

Ocenjevanje:

— Ideja z Gaussovim izrekom: 4 tocke.
— Izradun integrala po celotni povrsini polkrogle: 2 tock:.
— Izraéun pretoka skozi osnovno ploskev: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Vektorsko polje F na R® naj bo dano z F = —2%i + 2%zj + zk.

a. (10) Pokazite, da je ploskovni integral polja G = —2zxi — 22j + 2%k po vsaki
ploskvi, katere rob lezi v xy-ravnini, enak 0.

Regitev: Integral po ploskvi rotorja polja je po Stokesovem izreku enak integralu
polja po robu ploskve. Izracunamo

rot(F) = —2zzi — 22j + 2°k.

Polje F je na xy-ravnini enako 0, zato je integral po vsaki poti enak 0.

Ocenjevanje:

— Ideja s Stokesovim izrekom: /4 tocke.
— Izraéun rotorja: 3 tocke.

— Opazange, da je krivuljni integral v ravnini enak 0: 3 tocke.

b. (10) Izracunajte
Fdr
oS
po robu ploskve S, ki je graf funkcije f(z,y) = 1 — z — y na obmocju A =
{(z,y): x>0,y >0,z +y < 1}.

Regitev: Po Stokesovem izreku je potrebno integrirati rotor polja F po opisani
ploskvi. Rotor smo izracunali v a. Po formuli za ploskovni integral po grafu
funkcije dobimo

/FdS — /(—2zx—2z+z2)dxdy
S A

- —/A(l—x—y)(1+3x+y)dxdy

1 1-z
= - dx/ (1422 — 32 — 4oy — y*) dy
0 0
1

= — [ (2/3—22* +42*/3)dx
0
= 2/3-2/3+1/3
1

Ocenjevanje:

— Uporaba Stokesovega izreka: 3 tocke.

— Formula za ploskovni integral po S : 3 tocke.
— Uporaba Fubinijevega izreka: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocéki.
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5. (20) Funkcija f(z) naj bo na intervalu [—m, 7] dana z

flx) =m —|z|.

a. (10) Zapisite Fourierovo vrsto za to funkcijo. Utemeljite, da Fourierova vrsta v
vsaki tocki = intervala [—m, 7] konvergira proti f(z).

Regitev: Funkcija f(x) je soda, zato je b, = 0 za vse k > 1. Hitro se prepric¢amo,
da je ag = m. Za k > 1 racunamo

= —/ x) cos kx dx

= ——/ zcos kx dz
7w Jo
2 sin kx @ 1 /.
= —;[x A A sin kz dz
2 7
= —mcoskx‘o
2

= (= (DY

Fourierova vrsta je enaka

< cos((2k — 1)z)
> = (2k — 1)

k=1

T 4
f) =5+

Funkcija f(x) je zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, tako da njena Fourierova
vrsta konvergira za vsak x proti f(x).

Ocenjevanje:

— Opazange, da je funkcija soda: 2 toéki.
— aqp: 2 tocki.
— ap: 4 tocke.

— Utemeljitev konvergence: 2 tocki.
b. (10) Izra¢unajte vsoto neskonéne vrste

1 11
=14t

2 (2 — 1) 32 " 52
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Resitev: V zgornjo Fourierovo vrsto vstavimo x = w. Dobimo

>, cos((2k — 1))
2 2k —1)?

k=1

7r+4
_2 T

Upostevamo, da je cos((2k — 1)m) = —1 in dobimo

I
K

2k —1)2

Bl
—

Ocenjevanje:

— o =m7: 3 tocke.
— Pretvorba na Zeleno vrsto: 3 tocke.

— Vsota neskonéne vrste: 4 tocke.
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6. (20) Gibanje cirkularnega filtra opisuje diferencialna enac¢ba

j—2py—p>=0
za p > 0.
a. (10) Poiscite splosno resitev zgornje enacbe.

Resitev: Enacba je nehomogena drugega reda. Najprej poisScemo resitev homo-
gene enacbe. Karakteristicni polinom je oblike

A —2pA =0

s koreni A = 0 in A = 2p. Potrebujemo sSe resitev nehomogene enacbe. Nastavek,
ki ga uporabimo, bo oblike y(t) = At + B, ker je na levi strani konstanta in je
A = 0 nicla prve stopnje karakteristicnega polinoma. Vstavimo in dobimo

—2pA —p* =0,
iz ¢esar sledi A = —p/2. Splosna resitev enacbe bo oblike
t
y(t) = —% + ¢ + cpe®t.

Opomba: V resitvi nehomogene enacbe nastopa Se poljubna konstanta B, ki jo
vsrkamo v c;.

Ocenjevanje:

— Resitev homogenega dela: 3 tocke.
— Nastavek za nehomogeni del: 3 tocke.
— Resitev nehomogenega dela: 2 tocka.

— Splosna resitev: 2 toéki.

b. (10) Poiscite resitev diferencialne enacbe, ki ustreza zacetnemu pogoju y(0) =0
in pogoju limy_, e~ #'y(t) = 1.

Regitev: V splosni resitvi moramo izbrati konstanti ¢, in ¢y tako, da bo zadoséeno
pogojema. Iz prvega pogoja dobimo enacbo

c1+ co = 0
1z drugega pa

Am e Py(t) = =1.
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Iskana resitev je

t
y(t) = 2 1 4 et

2

Ocenjevanje:

— Prva enacba za koeficienta: 3 tocke.
— Druga enaéba za koeficienta: 3 tocke.

— Pravilna resitev: 4 tocke.
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7. (20) Dan je sistem linearnih diferencialnih ena¢b

r = —bx —2by
bxr + by

a. (10) Poiscite fundamentalno matriko sistema.

Resitev: Matrika sistema je oblike

—b —2b
A= ( b ) .
Karakteristiéni polinom matrike je \*> + b* z lastnima vrednostma A\, = bi in

Xy = —bi. Lastni vektor, ki pripada Ay, je x; = (—=1,1 —1i). Linearno neodvisni
resitvi sistema bosta realni in imaginarni del produkta € - x,. Dobimo resitvi

B ( cos(bt) + sin(bt) ) oy, — ( — cos(bt) + sin(bt) > _

yi= — cos(bt) sin(bt)

Stolpca fundamentalne matrike resSitev bosta oblike c1y1 + cays. Po kratkem
racunu dobimo

cos(bt) — sin(bt) —2sin(bt)
Y(t) = < sin(bt) cos(bt) + sin(bt) ) '

Ocenjevanje:

— Lastni vrednosti: 2 tocki.
— Lastna vektorja: 2 tocki.
— Neodvisni resitvi: 2 tocéki.

— Fundamentalna matrika: 4 tocke.
b. (10) Poiscite resitev sistema, ki ustreza zac¢etnemu pogoju x(w/b) = y(m/b) = 1.

Regitev: Vse resitve sistema so oblikey =Y -c. Zacetnemu pogoju bo zadosceno,

(1)-(5 5)
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Sledi ¢ = (—1,—1)". Iskana resitev je

[ —cos(bt) + 3sin(bt)
= ( — cos(bt) — 2sin(bt)

Ocenjevanje:

— Nastavek: 5 toék.
— Resitev: 5 tock.

).
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8. (20) Zogo napolnjeno z zrakom izpustimo v vodi na globini hg. Na zogo delujejo:

e Sila teznosti mg, m-masa zoge, g teznostna konstanta.
e Sila vzgona Vpg, V prostornina zoge, p-gostota vode.

e Upor vode kv, k-primerna konstanta, v hitrost gibanja zoge.

Predpostavimo, da je Vp > m, torej da bo zoga “izplavala”. Po Newtonovem zakonu
gibanje zoge v vodi opisuje diferencialna enacba

mv = Vpg —mg — kv.

a. (10) Poiscite splosno resitev zgornje enacbe za v.

Resitev: Enacba je linearna s konstantnimi koeficienti. Resitev homogenega dela
je
v(t) = ce KM

Na desni stranit v nehomogeni enacbi je konstanta, zato mora biti tudi resitev
nehomogene enacbe konstanta. Zlahka dobimo, da je splosna resitev oblike

v(t) = M + ce k™

Ocenjevanje:

— Resitev homogenega dela: 4 tocke.
— Resitev nehomogenega dela: 4 tocke.

— Splosna resitev: 2 tocki.

b. (10) Recimo, da zoga potrebuje iz globine hy do povrsine t; enot Casa. Za
konstante m, g, p in k privzamemo, da so znane. Izpeljite formulo za prostornino
zoge. Ko zogo spustimo v globini hy je njena hitrost enaka v(0) = 0.

Resitev: Iz zacetnega pogoja dobimo resitev

u(t) = Mu _ ekt/my
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Iz podatkov naloge razberemo, da je

ho = /Oto v(s)ds = M(to — @(1 — ¢ klo/my)

k

Iz te formule sledi formula za V. Dobimo

k

V = [kho/(to — %(1 — e ko/myy L m]/p.

Ocenjevanje:

— Pravilna resitev za v: 4 tocke.
— Integriranje: 4 tocke.

— Resitev: 2 tocki.



