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1. (20) Naj bosta a > b pozitivni Stevili in naj za funkcijo f(z,y) velja

of of

. 2
ay8 + bz &y =0.

a. (10) Naj bo

cost sin t
F(t .
(t) = (\/b2 )sin?t /b2 + ) sin® t)

Izracunajte F'(t).

Regitev: Oznacimo

(1) = cost , ) sint
u in v(t) = .
Vb2 A+ )sin?t Vb2 + (a2 — b?)sin’t
Velja
a’sint
UI(t) - . 2,\3/2
(b + (a® — b®) sin*¢)
m

b% cost
(b2 + (a? — b?)sin*t)
Po formuli za odvod sestavljene funkcije je

ﬁ, 3f,
8u 8v

V'(t) =

3/2 "

F'(t) =

Vstavimo in dobimo

af u a_f I __ 1 2 _f 2 af
ou Jr8vv_bQ—i—(aQ—bQ)sith “ou o v =0

Ocenjevange:

—  Odvod u(t): 2 tocki.
— Odvod v(t): 2 tocki.
—  Vstavljanje: 2 tocki.
— Izpostavljanje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Funkcija g(z) > 0 naj za nek ¢ > 0 ustreza enacbi

2 2
:C_2+g(w)zc
a b2

Izracunajte odvod sestavljene funkcije

F(x) = f(x, g(x)).



Matematika 3, 2011/2012, T. Novak, A. Peperko, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, H. Zakrajsek, J. Zerovnik

Resitev: Po formuli za odvod sestavljene funkcije je

0 0
Pla) =G+ 5 g (@),

Iz enacbe za g(x) z odvajanjem leve in desne strani sledi

2z 2g(x)g'(x)

pe R
torej
b’z + a’g(x)g' (z) = 0.
SZEd’l b2
T
! —
g (z) = a2g(z) )
Vstavimo in sledi 5 P b2
FI<SL’) — _f — _f . i

or Oy a’g(x)

Preobrazimo in napisemo nekoliko sirse

! __; _a2 ;pa—f;p €T zxa—fl‘ T -
Fe) =~ (o) 2w glo) + ¥ (. 9(0) ) 0.

Ocenjevange:

—  Formula za posredno odvajanje: 2 tocki.
— Odvajanje identitete: 2 tocks.

— Izrazange g’ (x): 2 tocki.

— Vstavljange in preobrazba: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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2. (20) Funkcija f(x,y) naj bo dana z

fz,y) = 22° + 42* +9* — 22y.
a. (10) Poiscite stacionarne tocke in ugotovite ali so lokalni maksimumi ali lokalni
minimumi.
Resitev: Nagprej izracunamo parcialna odvoda in ju izenacimo z 0.

fo(z,y) = 62%+8z—2y
fy(m,y) = 2y—2z

Matrika drugih odvodov je

120 +8 -2
Hf('ruy):( —9 ) )

Stacionarni tocki sta (0,0) in (—1,—1). Za (0,0) je

H(0,0) = < _82 _22 ) .

Ta matrika je pozitivno definitna, torej imamo opravka z lokalnim minimumom.

Za (—1,—1) pa dobimo
-4 =2
menn-( 7).

V tem primeru matrika ni ne pozitivno ne negativno definitna, torej imamo
opravka s sedlom.
Ocenjevange:

—  Gradient: 2 tocke.
— Stacionarne tocke: 2 tocki.
— Hessejevi matriki: 2 tocki.

— Sklepa: 2 tocki.

b. (10) Najdite stacionarne tocke funkcije f(z,y) pri dodatnem pogoju g(x,y) =
—2+22—y=0.

Resitev: Uporabimo Lagrangeovo metodo. Racunamo

fe(z,y) = Aga(z,y) = 62° + 82— 2y —2Xx =0
fy(@,y) = Agy(z,y) = 2y—22+A=0

Iz druge enacbe in vezi izrazimo A\ = —2(—2+ x?) 4+ 2z. Vstavimo v prvo enacbo
in dobimo 4x® +4 = 0 z edino realno resitvijo x = —1. Sledi, da je y = —1.
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Funkeija f(x,y)=2x% +4x% +y? ~2xy
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Sl. Graf funkcije f(z,y) = 223 + 422 + y* — 2zy.

Ocenjevange:

— Nastavek za Lagrangea: 2 tocki.
— Parcialna odvoda: 2 tocki.

— Upostevanje vezi: 2 tocki.

— Poenostavitev: 2 tocki.

— Resitvi: 2 tocki.
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3. (20) Naj bo G telo, ki nastane kot presek krogle s polmerom R = 1 in sredis¢em
v izhodiscu in neskon¢nega valja z osjo vzporedno z-osi, ki gre skozi tocko (1/2,0) in
ima polmer R = 1/2. V matemati¢nih oznakah je telo

>~ =
—

1 2
G={(@y2): @ +y"+2" <1, <x_§) +y’ <

Telo je na sliki 1.

15—

Sl. 1 Telo G.
a. (10) S pomocjo cilindriénih koordinat izracunajte, da je prostornina telesa G
enaka i 8
s
V=—-—-.
3 9

Resitev: V cilindricnih koordinatah mora veljati

1\? 1
r? 422 <1 n (rcos¢—§) +r25in2¢§1.
Iz druge enacbe sledi, da je

r? —rcos¢p =0,

torej
r = Cos ¢

za —m/2 < ¢ < w/2. V cilindricnih koordinatah telo opisemo kot

G=A{(r,0,2): —7m/2<¢<7/2,0<r <cosp, —V1—r? gzgm}_
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Racunamo
V = /dxdydz
G
w/2 cos ¢ V1-r2
= 2/ dgb/ rdr/ dz
—7/2 0 0
w/2 cos ¢
= 2/ do rv1—r2dr
—m/2 0
/2 1 — r2)3/2 cos ¢
- 2/ de (_u)
—7/2 3 0
2 w/2 ' 5
= g/ (1—|sm¢>|)d¢>
—7/2
4 w/2
= = (1 — sin® ¢) d¢
3 Jo
B 4 (7w 2
- 3\2 3
2 8
39
Ocenjevange:

—  Opis v cilindriénih koordinatah: 2 tocki.
— Meje: 2 tocki.

— Jacobian: 2 tocki.

— Fubint in integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Povrsino dela povrsine krogle, ki ga izreze neskoncen valj, izracunamo po

formuli
dx dy

=9 _—
K /1 — 22— 1y>?

K= {(:U,y): (:c—%)Q—l—yQ < i} .

S pomocjo polarnih koordinat pokazite, da je povrsina enaka

P

kjer je

P=27r—4.
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Resitev: Uvedemo polarne koordinate. Racunamo

dx dy

2 R
K /1 —a%—y?
w/2 cos ¢
_ 2/ d¢/ _rdr
—n/2 0 V1—r?
w/2 cos ¢
- 2/ a6 (~V1=1?)

—7/2 0

P =

Ocenjevange:

— Opis v polarnih koordinatah: 2 tocki.
— Meje: 2 tock:.

— Jacobian: 2 tocki.

—  Fubini in integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Ploskev S naj bo dana parametri¢no z
O(u,v) = (uv/\/ﬁ, V1—u2v/V2,h — v/\/ﬁ)
za0<u<1lin0<wv<+v2h.

a. (10) Izracunajte enotski normalen vektor na ploskev v tocki
< h h h)
2v2'2v2°2)
Resitev: Racunamo
mn

Sledi

Dana tocka je enaka

Vstavimo wn sledi, da je n kolinearen

<L e ﬁ)
2v2'2v2'2)
Norma vektorja je h//2.

Ocenjevange:

— Py 2 tocki.

— Py 2 tocki.

— Vektorski produkt: 2 tocki.
— Norma: 2 tocki.

— Normalni vektor: 2 tocki.

b. (10) Naj bo F(z,y,2) = (—y, x, 2). lzracunajte pretok polja F skozi ploskev S.
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Regsitev: Racunamo

/FdS = / F. (P, x ®,)dudv
S [0,1]x[0,v/2h]

— / (h _ i) — ¥ qudv
[0,1]x[0,/2A] V2) 2v1 — w2
h / vdu dv 1 v2dudv
[0

Axlowan] VI—u2  2v/2 Jioxovan V1 — u?

2
hoft o du V2h 1 (' du V2h

= —/ 7/ vdv — / / v?do
2 o V1—u? Jg 2\/5 o V1—u?Jy

B Th?  wh?
T4 6
B Th3
12

Ocenjevange:

—  Formula: 2 tocki.

—  Vstavljange: 2 tocki.

— Skalarni produkt: 2 tocka.
—  Fubini: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

10



Matematika 3, 2011/2012, T. Novak, A. Peperko, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, H. Zakrajsek, J. Zerovnik

5. (20) Naj bo G telo, ki nastane kot presek krogle s polmerom R = 1 in sredis¢em
v izhodiscu in neskon¢nega valja z osjo vzporedno z-osi, ki gre skozi tocko (1/2,0) in
ima polmer R = 1/2. V matemati¢nih oznakah je telo

1\? 1
G:{(:c,y,z):x2+y2+z2§1, <x—§) +y2§1}.

a. (10) Naj bo F = (—2yz, (2z — 1)z, z). Izracunajte pretok vektorskega polja F
skozi tisti del povprsine 0G, ki sovpada z povrsino krogle. Za normalo vedno
izberite vektor, ki kaze iz telesa. Ploskev je na sliki 2a.

Sl. 2a Del povrsine G, ki sovpada s povrsino krogle G.

Resitev: Opazimo, da je div(F) = 1. Pretok skozi celotno povrsino G je enak
prostornini G, torej 2m /3 —8/9. Ce je tocka (x,y, z) na delu povrsine G, ki sov-
pada s povrsino neskoncnega valja, je normalni vektor vedno kolinearen vektorju

n= T 27y7 )

1
F-n=-2yz (x—§)+y(2x—1)z:0.

zato je

Prispevek drugega dela ploskve je enak 0, zato je celoten pretok enak 27/3 —8/9.

Ocenjevange:

— Divergenca: 2 tocki.

— Gauss: 2 tocki.

— Normalnt vektor na ploskev: 2 tocki.
— Skalarni produkt: 2 tockz.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Naj bo F = (x,y, 2). Izracunajte pretok skozi tisti del povrsine JG telesa
G, ki sovpada s povrsino neskonénega valja. Za normalo vedno izberite vektor,
ki kazi iz telesa. Ploskev je na sliki 2b.

11
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Sl. 2b Del povrsine G, ki sovpada s plascem valja.

Resitev: Izracunamo div(F) = 3. Celoten pretok skozi povrsino G je tako enak
3V =2m —8/3. V tocki (x,y,z) na povrsini krogle je enotski normalni vektor
kar (z,y,z), tako da je F-n = 2% + y? + 22 = 1. Pretok skozi ta del ploskve bo
tako kar enak pouvrsini dela, ki sovpada s povrsino krogle, ta pa je P = 21 — 4.

Iskani pretok bo tako
4
(%-2) ~(em-4)=73.

Ocenjevange:

— Divergenca: 2 tocki.

— Gauss: 2 tocki.

— Normalnt vektor na ploskev: 2 tocki.
— Skalarni produkt: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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