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1. (20) Najboza —co <z <ooiny >0

F(z,y) = e %eb/? (1 — P (y;;)) .

kjer je ®(u) funkcija ene spremenljivke, za katero je

1
Q' (u) = e

a. (10) Izrazite F,, s funkcijo ®(u) in njenimi odvodi.

Resitev: Racunamo po pravilih za odvajanje sestaviljenih funkcij.

F, = e¥/2%® <—1 +d <y\;;> + <y\;§x) %) .

Odvajamo Se enkrat.
F, = e¥/?® (1—<1> <y_x) Y (y_x) LI
VY VY ) VY
_(I)/(y_l‘)i_(p”<y_x> 1)
VY ) VY VY )y

o' (y — X _ 1 e_(y;;)Q
VY V2

Upostevamo, da je

m

o <y—:p) _ 1 _y—xe_(y;;cﬂ
VY ver Y
a4 y—zx\ 1 Yyt _w=o)?
Fxx (& (& (]. @( \/g ) \/% y3/2 (& 2y .

— Pravila za odvajanje sestavljenih funkcij: 2 tocki.

Sledt

Ocenjevange:

— Fg: 2 tocki.
— Pravilo za odvajanje produkta: 2 tocki.
— Fap: 2 tocki.

— Preurejanje in rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izracunajte
Fop — F

Y-

Resitev: Mangka nam F,. Racunamo

e (0 (5) -+ () 50)

2
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Vstavimo ®'(u) in sledi

F:le‘xey/Q AN 1 6_@;;)2 (r+y)

) 2 \/g /271' ) y3/2

Sledi

Ocenjevange:

— Pravila za odvajanje sestavljenih funkcij: 2 tocki.
— Pravilo za odvajanje produkta: 2 tocki.

— Fy: 2 tocki.

— Preurejanje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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2. (20) Funkcija g(x,y) je dana s predpisom
g(z,y) = (2* + 3" +22)" —A(2* +¢7).

a. (10) Pokazite, da je tocka (—3,0) stacionarna tocka funkcije g(z,y) in ugotovite
ali je lokalni maksimum ali lokalni minimum.

Resitev: Racunamo
9o(z,y) = 2(22+2) (x2 + 22 + y2) -8z in gy(z,y) =4y (x2 + 22 + y2) —8y.

Z wstavljanjem ugotovimo, da sta parcialna odvoda v toc¢ki (—3,0) enaka 0.
Izracunamo se

Hy(o.y) = 202z +2)% +4 (2> + 2v +y?) — 8 42z 4 2)y
Y= 4(2x + 2)y 8y* +4(z* +2x+y*) -8/

Z vstavljanjem dobimo, da je

H(=3,0) = (306 Z) .

Hessejeva matrika je pozitivno definitna, zato gre za lokalni minimum.
Ocenjevange:

—  Prvi odvodi: 2 tocki.
—  Vstavljanje: 2 tocki.
— Drugi odvodi: 2 tocki.
—  Vstavljange: 2 tocki.
— Sklep: 2 tocki.

b. (10) Pokazite, da lahko funkcija f(x,y) = x* + y* pri pogoju g(x,y) = 0 doseze
svojo najvecjo vrednost v tocki (—4,0).

Resitev: Po Lagrangeu sestavimo funkcijo
F(z,y) =2 +y* = A((0* + 1 +22)° —4(2” + 7)) .
Odvajamo parcialno na x in y in odvode izenac¢imo z 0. Dobimo enacbi

Fo(z,y) =2 —A(2(2* + y* +22)(2z +2) —8z) = 0
Fy(z,y) =2y — A (4(2* + y* + 22)y — 8y) = 0.

Da dana toéka ustreza enacbi g(x,y) = 0 preverimo z vstavljanjem. Prav tako z
vstavljanjem preverimo, da sta parcialna odvoda funkcije F(x,y) enaka 0.

Ocenjevange:

— F: 2 tocki.

— Parcialna odvoda: 2 tocki.

— Preverjanje, da je g(z,y) = 0.

— Preverjanje, da sta parcialna odvoda 0: 2 tocki.

— Sklep: 2 tocki.



Matematika 3, 2012/2013, T. Novak, A. Peperko, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, H. Zakrajsek, J. Zerovnik

3. (20) Obmocje G naj bo krog dan s predpisom

G={(z.y): (@ -1 +y* < 1}.

a. (10) Z uporabo polarnih koordinat izrac¢unajte

Upostevajte, da je

/ rdz dy
a

3 1 1
/ cos*zdr = g + —sin(2z) + 32 sin(4z) .

4

Resitev: Uvedemo polarne koordinate. V obmocje G se preslika obmocje

H = {(r,¢):
Racunamo
/ rdrdy =
G
Ocenjevange:
— Koti: 2 tocki.
— 1r(¢): 2 tocki.

— Jacobian: 2 tocki.
—  Fubini: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

—7m/2<¢<m/2,0 <1 <2cosp}.

/ r? cos ¢ dr do
H

w/2 2 cos ¢
/ cos ¢ do / r2dr
—m/2 0

8 w/2
- / cos? ¢ do

3 —7/2

w/2
8 (3 1 1
3 <§:p + 1 sin(2z) + 3 sin(4x)) o
.

b. (10) Izracunajte plos¢ino preseka obmocja G z obmoécjem med premicama y = ax
in y = bx, kjer je 0 < a < b. Kot znano upostevajte, da je

/

9 x  sin2x
de == .
cos” x dx 2+ 1
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Resitev: Razmaslek je podoben kot v prvi tocki, le kota teceta od o = arctga do
[ = arctgb. Racunamo

B8 2cos ¢ B
/ do / rdr = 2 / cos® ¢ do
a 0 a

sin 2¢ B
= ¢+T

«
a

1402 1+a2’

— 6—a+

Ocenjevange:

— Koti: 2 tocki.

— r(¢): 2 tocki.

— Jacobian: 2 tocki.
—  Fubini: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Ploskev S naj bo dana z enacbo

O(u,v) = (ux/l — 02, uv, V1 —u2>
za0<u<lin0<wv<l1.

a. (10) Izracunajte enotsko normalo na ploskev v tocki T(1/v/3,1/v/3,1//3).

Resitev: Racunamo

u
o, = 1 —v20, ———
()

m
uv
b, = ——,u,0]) .
( V1—wv? )

b, x P, = \/(1 — u?;)(l — (um, uv, M) .

Iz zadnje komponente razberemo, da je

Sledt

1
V1—u?=—,
V3

torej u = \/2/3. Iz tega sledi v = 1/+/2. Vstavimo in dobimo

n=(1/V3,1/v3,1/V3) .

Ocenjevange:

— &y 2 tocki.

— &y 2 tocki.

— Vektorskt produkt: 2 tocki,
— Tocka: 2 tocki.

— Normalni vektor: 2 tocki.

b. (10) Naj bo F = (—y,z,2). Izracunajte pretok tega vektorskega polja skozi
ploskev S.

Resitev: Racunamo

u(—uv-uvl—v2—|—u\/1—vz~uv+\/1—u2~\/1—u2)
V({1 —u?)(1 —?) '

F-(®, x D,) =

Poenostavimo in sledi, da je
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Racunamo
V1 — 2
/ FdS — / WO qudo
s 12 V1-—v?
1
= uv1 —u2du /
/0 v1-— 1)2
— (1—wu )3/2 arcsin v
0 0
_ T
= 5
Ocenjevange:

—  Formula: 2 tocki.

— MnoZenje: 2 tocki.
—  Fubini: 2 tocki.

— Integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.



Matematika 3, 2012/2013, T. Novak, A. Peperko, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, H. Zakrajsek, J. Zerovnik

5. (20) Naj bo F = (23, 2%y, 722).

a. (10) Izracunajte pretok F skozi povrsino valja, danegaz V = {(z,y, 2): 2> +y* <
a’,0< 2z < b}. Za normalo izberite vektor, ki “kaze” iz valja.

Resitev: Najgprej izracunamo divergenco vektorskega polja.
div(F) =2®- (3+1+1) =52°.

Uporabimo Gaussov izrek in v integral uvedemo cilindri¢ne koordinate. Dobimo
b 2w a 4
Sma*b
/ FdS:5/ dz/ 0082q5d<;5/ pdr = T2 2
oV 0 0 0 4

— Divergenca: 2 tocki.

Ocenjevange:

— Citiranje Gaussovega izreka: 2 tocki.
— Cilindricne koordinate: 2 tocki.
— Fubini: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izracunajte Se pretok F skozi zgornjo polovico povrsine krogle s polmerom
R in izhodiscem v srediscu. Zgornja polovica je tista, za katero je z > 0.

Resitev: Moznosti je vec. Ena je ta, da opazimo, da je pretok skozi poljuben del
ravnine xy enak nic, ker je polje na tej ravnini vzporedno z njo. Pretok skozi
zgornji del krogle torej lahko spet izracunamo po Gaussovem izreku, ker je enak
integralu divergence po zgornji polovici krogle. Uvedemo Se krogelne koordinate
in dobimo

2m w/2 R 9 5
/ FdS:S/ cos2¢d¢/ sin@sinQQdQ/ rdr = 2T
oV 0 0 0 3

Upostevali smo, da je fOW/Q sin® 0 df = fol(l —u?) du = 2/3, kar sledi iz vpeljave
nove spremenljivke cosf = u.

Ocenjevange:

— Ideja z Gaussovim izrekom:2 tocki.

— OpaZange, da je pretpk skozi xy ravnino enak 0:2 tocki.
— Krogelne koordinate:2 tocki.

—  Fubini:2 tocki.

— Rezultat:2 tocki.



