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Matematika 3
Pisni izpit
11. julij 2012

Ime in priimek: Vpisnaét:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja
na papirju, kjer so naloge. Nalog je 5 in vsaka je vre
tock.
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1. (20) Naj bo f(u,v) dvakrat zvezno odvedljiva funkcija za x? + y* < 1. Definirajte

sestavljeno funkcijo
T—y T+Y
F(L@/)Zf( NG ) :

a. (10) Izrazite F,, in F}, s parcialnimi odvodi funkcije f(u,v).

Resitev: Racunamo po pravilu za odvajanje sestavljenih funkcij.

1 1 1 1
Sleds |
Fxx:_uu uv o Jov
it fuw+ 5]
m ] ]
Fyyzifuu_fuv+§ VU -
Ocenjevange:

Pravilo: 2 tocki.
Fg: 2 tocki.
Fypy: 2 tocki.
Fy: 2 tocki.
Fyy: 2 tocki.

b. (10) Izrazite

8_ Iy + a_ Fy
0r \ I+ FZ+F; Oy \\J1+F2+F?)
s parcialnimi odvodi funkcije f(u,v).

Resitev: Ugotovimo, da je
1 1

F:v:__uu N
Yy f _'_2

2 fvv-

Opazimo, da je
L+ fi+ fi=1+F+F,.

Racunamo

5 F, B
Or \ JT+FZ+F?)
2 2 _ Fo(FuFuatFyFuy)
Fou/1+ F2 + F2 Wiirz
1+ F2 + F2
Fo(1+ F2 + F2) — F2F,, — F,F,F,,
(14 F2 + F2)*?
Foo(1+ F2) — F,F,F,,
(14 F2+ F2)*?
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Podobno dobimo

) ( F, ) _ By (L+F) — BFFyy

oy \\/T+FZ+ F? (11 F2 1 F2)""
Opazimo
1
B F, = 5(_f3 +f3)
m

Fm$+Fyy:fuu+fUU~

Vstavimo in sledi

0 F, 0 F, B
or <1/1+F5+F;> "oy <\/1+F§+Fy2> B
(L+ f24 127

o (& 0 (__k
‘6<m>+a<m>

Ocenjevange:

— Parcialno odvajanje prvega izraza: 2 tocki.
— Parctalno odvajanje drugega izraza: 2 tocku.
— Fgy: 2 tocki.

— Vstavljanje in poenostavijanje: 2 tock:.

— Rezultat: 2 tocki.
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2. (20) Funkcija f: R? — R naj bo dana z

fla,y) =y* — 2y —xy.
a. (10) Poiscite stacionarne tocke funkcije f(z,y) in jih klasificirajte.

Resitve: Najprej izenacimo parcialna odvoda z 0.

fo(w,y) = 20y —y=0
fylw,y) = 2y—a®—2=0

Izrazimo y 1z druge enacbe in vstavimo v prvo. Dobimo

1
—z(2® + ) — (2* +1)/2 = —x?’—gxz—éx:O.

Ena resitev je ocitno x = 0 in s tem y = 0. Ce ke x # 0, lahko okrajsamo z —x
m mnozimo z 2 in dobimo enacbo

202 +3x+1=0.

iz tega dobimo Se resitvi x = —1,y =0 inx = —1/2,y = —1/8. Izracunamo Se

Hessejevo matriko
—2y —2r —1
Hf(x’y):(—Q:c—l 2 )

Vstavljange tock T1(0,0), T5(—1,0) in T3(—1/2,—1/8) da matrike

Hy(0,0) = < (11 2_1 ) :
Hi(~1,0) = (g ;) in
Hi(=1/2,-1/8) = < (1]/4 X ) .

Sklepamo, da je T3 lokalni minimum, ostali dve tocki sta sedli.

Ocenjevange:

— Parcialna odvoda: 2 tocki.

— Stacionarne tocke: 1+1+1 tocka.
— Hy(z,y): 2 tocki.

—  Vstavljanje: 2 tocki.

— Sklepi: 1 tocka.
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b. (10) Pois¢ite mozne ekstreme pri dodatnem pogoju

1— 22

5 —y=0.

g9(x,y) = —
Resitev: Po Lagrangeovi metodi definiramo F(z,y) = f(z,y) — Ag(x,y) in par-
cialna odvoda funkcije F' izenacimo z 0.

Fo(z,y) = —2zy—y—Az=0
Fy(r,y) = 2y—a®—x+A=0

V drugo enacbo vstavimo y = —(1 — x2)/2 in dobimo
P —1—a?—2=-\
ali
r+1=A\.
Vstavimo se v prvo enacbo in dobimo
3 1
—22(—(1—-2%)/2) + (1 —2?)/2 — (z + 1)z = —2® — 51‘2 + 3= 0.
Pomnozimo z —2 in dobimo 2234+-32*—1 = 0. Resitve najprej iséemo med delitelji
konstanega ¢lena in dobimo x = —1. Razstavimo polinom na (z+ 1)(z* + z/2 —
1/2), kar nam da Se resitvi x = 1/2 in Se enkrat x = —1. Mozni tocki za vezani

ekstrem sta T1(—1,0) in T5(1/2,—3/8).

Funkcija y2 —xzy -Xy

==
=S
SSoSSos

X

Sl. 1 Graf funkcije f(z,y) = y* — 2%y — xy.
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Ocenjevange:

— Lagrange: 2 tocki.

— Parcialna odvoda: 2 tocki.
— Upo”stevange vezi: 2 tocki.
— Enacba za x: 2 tocki.

— To”cke: 2 tocki.
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3. (20) Na glavo obrnjen stozec z vrhom v izhodis¢u in osjo, ki sovpada z osjo z,
“odsekamo” z ravnino z = 1 — /2. Dobljeno telo ozna¢imo z G. V bolj matemati¢nih

oznakah je
G = {(az,y,z): \/:L’?—l—y?gz,nggl—g} )

Sl. 1 Telo G.

a. (10) S pomocjo krogelnih koordinat izra¢unajte prostornino telesa G. Kot znano
upostevajte, da je

/”/4 sin 6 df B 2
0 (cos 0+ % sin 6 cos ¢)3 (2 + cos ¢)?

in

/2” 2dp 8w
o (24cosd)? 33

Resitev: V krogelnih koordinatah je

T 1
G = N:0<op<2r.0<h< - 0<r< .
{(T’gb’ ):0<¢<2m0<f< == cos@+%sinecos¢}

Racunamo

V = /dxdydz
e}

27 /4 m 2 .
_ dé 4o r“sin @ dr
0 0 0
- l/% i /”/4 sin 6 d@
3 Jo 0 (cose+%sin6’cosgb)3
1 / _2dp
T3 )y (24 coso)?
8T
9v3 "

Ocenjevange:
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— Meje: 2 tocku.

—  Fubini: 2 tocki.

— Jacobian: 2 tocki.

— Integriranje: 2 tocki.

—  Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izracunajte masni vztrajnostni moment telesa G okrog osi z, ¢e je masna
gostota konstantno p. Racunamo integral

/ (2% +y*) dzdydz.
a

Kot znano upostevajte, da je

/”/4 sin® 6 do B 4
0 (cost+ 3sinfcos qb)S (2 +cos)?

in

/2” 4dp ~ 88m
o (24cosg)t 273
Regsitev: Racunamo

I, = p/(az2+y2)dxdydz
¢

o m/4 perrs vy rer
~ dé 4o r*sin” 0 dr
0 0 0
o /27r 10 /W/4 sin® 6 d6
5 Jo 0 (cos@ + % sin 6 cos qb)S

B p 2 4d¢
B 5/0 (2 + cos ¢)?

8mp
135v/3

Ocenjevange:

— Meje: 2 tocki.

—  Fubini: 2 tocki.

— Jacobian: 2 tocki.

— Integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Ploskev S naj bo dana parametri¢no z
O (u,v) = (v(cosucosv —sinusinv), v(sinu cos v + cosusinv), v)
za0<u<2rin0<wv <.
a. (10) Poiscite normalo na ploskev v tocki T'(7/2,0,7/2).
Resitev: Racunanje si poenostavimo, ce opazimo
O(u,v) = (veos(u + v),vsin(u + v),v) .

Racunamo
P, = (—vsin(u + v),vcos(u + v),0)
m
®, = (cos(u 4+ v) —vsin(u + v), sin(u + v) + v cos(u + v), 1) .

Sledsi
¢, x ¢, = (vcos(u + v),vsin(u + v), —v) .

o (2T T - (507)
2 2 2° 2

(30-3)
n=(-,0,—).
2777 2

Razberemo, da je

Sledi

Ocenjevange:

— Py 2 tocki.

— &y 2 tocki.

— Vektorskt produkt: 2 tocki,
— Argumenta: 2 tocki.

— Normalni vektor: 2 tocki.

b. (10) Najbo F = (—y, z, z). Izracunajte pretok vektorskega polja F skozi ploskev
S.

Regsitev: Racunamo

/ F.-(®, x®,)dudv =
[0,27] % [0,7]

= — / v? du do
[0,27] x[0,7]

= —27?/ v?dv
0

27t

3

Ocenjevange:

—  Formula: 2 tocki.

—  Vstavljanje: 2 tocki.
— Poenostavitev: 2 tocki.
— Integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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5. (20) Na glavo obrnjen stozec z vrhom v izhodis¢u in osjo, ki sovpada z osjo z,
“odsekamo” z ravnino z = 1 — /2. Dobljeno telo ozna¢imo z G. V bolj matemati¢nih

oznakah je
G = {(az,y,z): \/:L’?—l—y?gz,nggl—g} )

a. (10) Naj bo F = (z,y, ). Izracunajte pretok F skozi tisti del povrsine telesa G,
ki sovpada z ravnino z = 1 — 2. Za normalo izberite vektor, ki kaze iz telesa.

Resitev: Ugotovimo, da je div(F) = 3, torej je pretok skozi celotno povrsino
G enak 3V, kjer je V prostornina telesa G. Na delu povrsine G, ki sovpada
s plascéem stoZca, je vektorsko polje vzporedno s pouvrsino in je tako prispevek v
pretoku enak 0. Iskani pretoke je tako 3V .

Ocenjevange:

— Divergenca: 2 tocki.
— Gauss: 2 tocki.

— Vzporednost: 2 tocki.
— Prostornina: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Naj bo F = (2y, —2x + z, —y). Poiscite pretok F skozi tisti del povrsine G,
ki sovpada s plaséem stozca. Za normalo izberite vektor, ki kaze iz telesa G.

Resitev: Normala na ravnino, s katero “odsekamo” stoZec, je n = (%, 0,1). Opaz-
imo, da je F-n = 0. Prispevek dela povrsine, ki sovpada z ravnino, je enak 0.
Ker je div(F) = 0, je po Gaussovem izreku tudi celoten pretok enak 0. Iskani
pretok je zato enak 0.

Ocenjevange:

— Divergenca: 2 tocki.

— Gauss: 2 tocki.

— Normala: 2 tocki.

— Pretok skozi ravnino: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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