FAKULTETA ZA STROJNISTVO
Matematika 3
Pisni izpit
18. junij 1999

Ime in priimek: Vpisna 513:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite reSevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Naloge je 6 in vsaka je vredna 20 tock, pj skupaj 120
tock. Na razpolago imate 2 uri.
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1. (20) Naj bo g(u, v) dvakrat zvezno odvedljiva funkcija definirana na odprti mnozici
V C R2, za katero na V velja

Guu T Gow = 0.
Naj bosta u(z,y) in v(z,y) dvakrat zvezno odvedljivi funkciji, definirani na odprti
mnozici U, za kateri velja (u,v) € V in

Uy = Uy
Uy = —Uy
a. (10) Pokazite, da velja
Ugg + Uyy = 0, Upg +Vyy =0 In UgVp + UyVy = 0.

Regitev: Iz enacb, ki povezujejo parcialne odvode funkcij u in v lahko izrac¢unamo
Ugpy = Ugy m Uyy = —Vgy

od koder takoj sledi Zelena enakost. Podobno racunamo za v. Zadnja enacba je
tudi jasna iz enakosti, ki jima zado$cata funkciji u in v.

Ocenjevanje:

— Ideja: 2 tocki.

— Opazka, da je vrstni red odvajanj nepomemben: 2 tocki.
— Ideja s sestevanjem: 2 tocki.

— Sklep, da sta w in v harmoniéni: 2 toéki.

— Zadnja enakost: 2 tocki.
b. (10) Pokazite, da za funkcijo f(z,y) = g(u(z,y),v(z,y)) velja
f:c:c + fyy =0.

Resitev: Odvajamo po pravilih za odvajanje sestavljenih funkcij. Najprej dobimo
fx = Gulg + GoVz -
Odvajamo Se enkrat in dobimo
Podobno dobimo
fyy = guuuz + GuoUyUy + Gulyy + GuoUyUy + gvvvz + GuvUyy -
Zberemo vse clene in napisemo
oo+ fyy = Guu(ug +uy) + goo(vg +vy) +
QQUU(UIUI + vay) + gu(uzz + uyy) + gv (Uzz + Uyy)
= (Guu + Goo) (U2 + 1) + 20u0 (UgVs + Uyvy) +

Gu(Uag + “yy) + 9o (Vzz + vyy)
= 0

Ocenjevanje:
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Prvo odvajanje: 2 tocki.
Drugo odvajanje: 2 tocki.
Zbiranje élenov: 2 tocki.
Ug Vg + Uyvy = 0: 2 tocki.

2 2 _ 2 2. 1
uz+uy 7vz+vy. 2 tocka.
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2 (20) Naj bo K krogla s polmerom a s sredis¢em v tocki (b,0,0). Privzemite, da je
a < b kot je prikazano na Sliki 1.

2a

Sl. 1 Polozaj krogle v koordinatnem sistemu.

a. (10) Izracunajte masni vztrajnostni moment krogle K okrog osi z. Privzemite,
da je gostota p=1in je a < b.

Namig: Kam bi postavili primeren koordinatni sistem?

Resitev: Predstavljajte si, da ima nov koordinatni sistem izhodiscée v srediscu
krogle, osi pa vzporedne originalnim osem. Uvedemo krogelne koordinate v novem
koordinatnem sistemu in racunamo

I, = /(m2+y2)dxdydz
K
- / [(rsin @ cos ¢ + b)? + (rsin fsin $)2] r2dr dg sin 4d0
Q
a T 2w
- / r2dr/ sinede/ (r2sin @ + 2rbsin f cos ¢ + b?) do
0 0 0
= 27 /a ridr /F (r*sin® @ + b” sin 0) d9
0 0
a 4 4
= 27r/ (L—i—QbZTZ) dr
o 3
4a° 2a3b2)

— or(—
(5t 3

Ocenjevanje:

— Ideja z novim koordinarnim sistemom: 2 tocki.
— Krogelne koordinate: 2 toéki.

— Pretvorba integrala in meje: 2 tocki.

— Fubini: 2 tock:.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izracunajte Se
/ ryz? dedydz.
K

4
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Resitev: Enako kot prej postavimo nov koordinatni sistem z izhodiscem v srediscu
krogle in osmi vzporednimi originalnim osem. V novem koordinatnem sistemu
vpeljemo krogelne koordinate in racunamo

/ vy dedydz = / (b + rsinf cos ¢)rsin @sin ¢ r* cos® O r*dr sin 0 df de
K Q

- / sin ¢ cos” @ sin® 0 (br® sin ¢+ 1° sin 6 cos ¢) drdf dg
Q

— /02W(sin¢-...+sin¢cos¢-...)d¢
= 0.

Ocenjevanje:

— Ideja z novim koordinarnim sistemom: 2 tocki.
— Krogelne koordinate: 2 tocki.

— Pretvorba integrala in meje: 2 tocki.

— Fubini: 2 tocka.

— Rezultat: 2 tock:.

— Opomba: Ce opazite simetrijo in sklepate, da je integral enak 0: 10 tock.
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3. (20) Naj bosta f in g dvakrat zvezno odvedljivi funkciji f, g: R® — R. Definirajte
vektorski polji F = f-Vgin G=g¢g-Vf.

a. (10) Dokazite, da je

rot(F) =V f x Vg in rot(G) = Vg x Vf.

Regitev: Po komponentah je F = (fg, fgy, fg.). Racunamo

fygz + fgyz - fzgy - fgyz
I‘Ot(F) = _fxgz - fgzx + fzgx + fgxz
facgy + fgya: - fygx - fgxy

Upostevamo, da zaradi zvezne odvedljivosti vrstni red parcialnega odvajanja ni
pomemben in je zato

fygz - fzgy
I‘Ot(F) - _fxgz + fzgx >
facgy - fygac

kar pa je ravno V f x Vg. Povsem enako racunamo v drugem primeru.
Ocenjevanje:

— Zapis po komponentah: 2 tocki.

— Parcialno odvajanje: 2 tocki.

— Opazange, da se dvojni odvodi unicijo: 2 tocki.
— Izracun Vf x Vg: 2 tocki.

— Sklep: 2 tocki.

b. (10) Naj bo C poljubna zakljuéena krivulja z dano orientacijo. Pokazite, da je

/Fdr:—/ Gdr.
C C

Resitev: Na krivuljo napnimo poljubno ploskev S. Po Stokesovem izreku je
krivuljni integral enak pretoku rotorja skozi ploskev, ¢e si normalo izberemo tako,
da je ploskev pri obhodu krivulje na levi. Ker sta rotorja nasprotnega predznaka,
bosta tudi pretoka nasprotnega predznaka in trditev drzi.

Ocenjevanje:

— Ideja z napenjanjem ploskve: 2 toéki.

— Zveza s Stokesovim izrekom: 2 tocki.

— Opazange, da sta rotorja nasprotno predznacena: 2 tocki.
— Sklep, da sta pretoka nasprotno predznacena: 2 tocki.

— Sklep: 2 tocki.
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4. (20) Dana naj bo diferencialna enacba
y® — 3y — 2y =10sinz.
a. (10) Poiscite splosno resitev enacbe.

Resitev: Karakteristicni polinom je P(A) = A\ — 3\ — 2. Celostevilske nicle
morajo biti delitelji konstantnega ¢lena in takoj najdemo Ay = 2 in Ay = —1.
Nicla Ay je dvojna. Linearno neodvisne resitve homogene enacbe so

—T T

2 in ys3(x) =ze ™.

yi(z) = e, palr) =e

Potrebujemo $e partikularno resitev. Desno stran enacbe nadomestimo z 10e™ in
i§¢imo reditev z nastavkom y,(x) = Ae (i ni nic¢la karakteristicnega polinoma).
Vstavimo in dobimo enacbo

—Ai — 3iA—24 =10,

od koder sledi 0 L0(2 — 45
_ 10 0=
2+ 4 20

Partikularna resitev bo imaginarni del produkta Ae'™, torej

Yp(r) =2cosz —sinx.
Splosna resitev je

y(r) = yp(x) + crya () + coya(T) + c3y3(2)

za poljubne konstante cq, co in c3.

Ocenjevanje:

— Karakteristiéni polinom: 2 toéki.

— Niéle: 2 tocki.

— Linearno neodvisne resitve homogene enaébe: 2 tocki.
— Nastavek za partikularno reditev: 2 toéki.

— Partikularna in splosna resitev: 2 toéki.

b. (10) Poiscite resitev enacbe, za katero je y(0) = 3/(0) = 0 in je funkcija y(z)
omejena, ko x — oo.

Regitev: Splosno resitev Ze poznamo. Iz pogojev moramo dolociti Se konstante.
Partikularna resitev y, in resitvi yo in ys ostanejo omejene, ko x — oo. Iz tega
sledi, da mora biti ¢y = 0, ker bi sicer resitev narascala po absolutni vrednosti cez
vse meje. Iz pogoja y(0) = 0 sledi co = —2, in iz pogoja y'(0) = 0 sledi c3 = —1.

Ocenjevanje:

— Sklep za ¢c; = 0: 3 tocke.
— Nastavek za resitev: 3 toéke.
— co: 2 tocki.

— c3: 2 tocki.
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5. (20) Kot znano upostevajte, da velja

00 Lk r om — 1)2m —3)---3-1-
eI:Zx— in / cos’™ xdx = (2m )(2m ) T za m > 0.
= k! 0 m!2m

a. (10) Naj bo ,
Iy(z) = ;/0 et du .

Izpeljite, da je

@)=
Iy(z) = —_—
=~ (k1)222*
Utemeljite vse vaSe korake.
Resitev: Racunamo
1 T
I(x) = — / e” " du
7 Jo
1 /77 < xkcosku
- L[y T,
T Jo [ k!
1 X k T
= ;%%/ﬁ cos® u du
1 00 x?k T ok
= — cos™ udu
s ,% (2k)! /0

2 2k -1)(2k—-3)---7
k! 2k

=
I
=)

I
N | —
NgE
E

.’L’Zk

I
K

ES
Il
o

Vrsti red sestevanja in integriranja smo lahko zamenjali, ker so c¢leni v vsoti
magjorizirani z vrsto Y, 7 k!, ki seveda konvergira. Upostevali smo tudi, da je
(2k-1)2k—3)---1 1
(2k)! Ckl2k”

Ocenjevanje:

— Razvoj integranda v vrsto: 2 tocki.

— Utemeljitev zamenjave integriranja in sestevanja: 2 tocki.
— Integriranje vsakega élena: 2 toéki.

— Krajsanje: 2 tocki.

— Konéni rezultat: 2 tocki.

b. (10) Pokazite, da velja
22 I+ xl) — 221, = 0.
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Utemeljite vase korake.

Resitev: Izracunamo radij konvergence potencéne vrste. Hitro se prepricamo, da
je

k41
aj,

lim

k—o0

=0.

Radij konvergence je R = oo. Vrsto zato lahko povsod poljubno odvajamo po
¢lenth. Racunamo

) 00 Q?2k+2
zIy(x) = —_—
0( ) 1;) (k!)222k
0 2]€!L‘2k
zly(x) =
0 ];)( |)222k
= 2k(2k — 1)a”
3321”(93) — aiv\ehv )
0 ]; (k!)222k

V vseh treh vrstah je najniZja potenca x*. Sestejemo in dobimo

I vy -l = Y o (262 — 1) + 2k — 4k%)

Ocenjevanje:

— Radij konvergence: 2 tocki.
— Prvo odvajanje: 2 tocki.

— Drugo odvajanje: 2 tocki.
— Zbiranje élenov: 2 tock:.

— Krajsanje na koncu: 2 tocki.
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6. (20) V tokokrogu na sliki 2 naj bo L = 1H (henry), C' = 0.26Fa (farad), Ry = 4
ohm in Ry = 6 (ohm). Tokokrog priklju¢imo na napetost 12V kot je prikazano na sliki
2. Za toka I;(t) in I5(t) velja sistem enach

I, = —4I, + 4, + 12.0

L =1henry C = 0.25 farad
—_—
I

E =12V 11l|:| Ri =4o0hm Ig l

Ry = 60hm

Sl. 2 Tokokrog iz naloge 6.

a. (10) Poiscite fundamentalno matriko resitev homogenega sistema.

Resitve: Martika A, ki pripada sistemu je

4 4
A:(—1.6 1.2)'

Karakteristiéni polinom je P(\) = A2 + 2.8\ + 1.6 z niclama \; = =2 in Ay =
—0.8. Pripadajoéa lastna vektorja sta x; = (2,1) in xo = (1,0.8). Vsako resitev
homogenega sistema lahko zapisemo kot

Y 0.8t
y(t) = cre” “'xy + cpe X .

Stolpca fundamentalne matrike resitev bosta tudi take oblike, pri cemer mora za
prvi stolpec biti izpolnjena enacéba c1x1 + coxe = (1,0), za drugi pa c3x; + c4X2 =
(0,1). Dobimo ¢y = 4/3, co = —5/3, ¢c3 = =5/3 in ¢, = 10/3. Fundamentalna
matrika resitev je

Vi — 8p-2t _ 5,08t —%e’% + %670.815
(75) = i —2t _i 08t _5,.-2t , §,-08t
3€ 3€ 3€ + 3€

Ocenjevanje:

— Lastne vrednosti: 2 tocki.

— Lastna vektorja: 2 toéki.

— Nastavek za stolpca fundamentalne matrike: 2 toéki.
— Prui spolpec: 2 tocki.

— Drugi stolpec: 2 tocki.

10
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b. (10) Resite nehomogeno enacbo z zacetnima pogojema I1(0) = 0 in I5(0) = 0.

Resitev: Nehomogeni del enacbe je konstanten, zato bo tudi partikularna resutev
konstantni vektor a. Nastavek y, = a vodi do enacbe

e (2)-(3)

Regitev enacbe je vektor a = (3,0). Splosna oblika resitve bo
y(t)=a+Y(t)- c

za nek vektor c. Ce zelimo zadostiti $e zaéetnemu pogoju, mora biti ¢ = —a,
torej je celotna resitev

3 86—2t _ 56_0'8t
Y(t) = ( 0 ) + ( fe—2t _ fo 08 ) .

Ocenjevanje:

— Nastavek za partikularno reditev: 2 toéki.
— Vektor a: 2 tocki.

— Splosna resitev: 2 tocki.

— Koeficienti: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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