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1. (20) Naj bo g(u; v) dvakrat zvezno odvedljiva funkcija de�nirana na odprti mno�zici

V � R

2

, za katero na V velja

g

uu

+ g

vv

= 0 :

Naj bosta u(x; y) in v(x; y) dvakrat zvezno odvedljivi funkciji, de�nirani na odprti

mno�zici U , za kateri velja (u; v) 2 V in

u

x

= v

y

u

y

= �v

x

a. (10) Poka�zite, da velja

u

xx

+ u

yy

= 0; v

xx

+ v

yy

= 0 in u

x

v

x

+ u

y

v

y

= 0 :

Re�sitev: Iz ena�cb, ki povezujejo parcialne odvode funkcij u in v lahko izra�cunamo

u

xx

= v

xy

in u

yy

= �v

xy

;

od koder takoj sledi �zelena enakost. Podobno ra�cunamo za v. Zadnja ena�cba je

tudi jasna iz enakosti, ki jima zado�s�cata funkciji u in v.

Ocenjevanje:

{ Ideja: 2 to�cki.

{ Opazka, da je vrstni red odvajanj nepomemben: 2 to�cki.

{ Ideja s se�stevanjem: 2 to�cki.

{ Sklep, da sta u in v harmoni�cni: 2 to�cki.

{ Zadnja enakost: 2 to�cki.

b. (10) Poka�zite, da za funkcijo f(x; y) = g(u(x; y); v(x; y)) velja

f

xx

+ f

yy

= 0 :

Re�sitev: Odvajamo po pravilih za odvajanje sestavljenih funkcij. Najprej dobimo

f

x

= g

u

u

x

+ g

v

v

x

:

Odvajamo �se enkrat in dobimo

f

xx

= g

uu

u

2

x

+ g

uv

u

x

v

x

+ g

u

u

xx

+ g

uv

u

x

v

x

+ g

vv

v

2

x

+ g

v

v

xx

:

Podobno dobimo

f

yy

= g

uu

u

2

y

+ g

uv

u

y

v

y

+ g

u

u

yy

+ g

uv

u

y

v

y

+ g

vv

v

2

y

+ g

v

v

yy

:

Zberemo vse �clene in napi�semo

f

xx

+ f

yy

= g

uu

(u

2

x

+ u

2

y

) + g

vv

(v

2

x

+ v

2

y

) +

2g

uv

(u

x

v

x

+ u

y

v

y

) + g

u

(u

xx

+ u

yy

) + g

v

(v

xx

+ v

yy

)

= (g

uu

+ g

vv

)(u

2

x

+ u

2

y

) + 2g

uv

(u

x

v

x

+ u

y

v

y

) +

g

u

(u

xx

+ u

yy

) + g

v

(v

xx

+ v

yy

)

= 0

Ocenjevanje:

2
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{ Prvo odvajanje: 2 to�cki.

{ Drugo odvajanje: 2 to�cki.

{ Zbiranje �clenov: 2 to�cki.

{ u

x

v

x

+ u

y

v

y

= 0: 2 to�cki.

{ u

2

x

+ u

2

y

= v

2

x

+ v

2

y

: 2 to�cki.
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2 (20) Naj bo K krogla s polmerom a s sredi�s�cem v to�cki (b; 0; 0). Privzemite, da je

a < b kot je prikazano na Sliki 1.

b

x

z

2a

Sl. 1 Polo�zaj krogle v koordinatnem sistemu.

a. (10) Izra�cunajte masni vztrajnostni moment krogle K okrog osi z. Privzemite,

da je gostota � = 1 in je a < b.

Namig: Kam bi postavili primeren koordinatni sistem?

Re�sitev: Predstavljajte si, da ima nov koordinatni sistem izhodi�s�ce v sredi�s�cu

krogle, osi pa vzporedne originalnim osem. Uvedemo krogelne koordinate v novem

koordinatnem sistemu in ra�cunamo

I

zz

=

Z

K

(x

2

+ y

2

) dx dy dz

=

Z

Q

[(r sin � cos�+ b)

2

+ (r sin � sin�)

2

] r

2

dr d� sin �d�

=

Z

a

0

r

2

dr

Z

�

0

sin � d�

Z

2�

0

(r

2

sin

2

� + 2rb sin � cos�+ b

2

) d�

= 2�

Z

a

0

r

2

dr

Z

�

0

(r

2

sin

3

� + b

2

sin �) d�

= 2�

Z

a

0

(

4r

4

3

+ 2b

2

r

2

) dr

= 2�(

4a

5

15

+

2a

3

b

2

3

)

Ocenjevanje:

{ Ideja z novim koordinarnim sistemom: 2 to�cki.

{ Krogelne koordinate: 2 to�cki.

{ Pretvorba integrala in meje: 2 to�cki.

{ Fubini: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Izra�cunajte �se

Z

K

xyz

2

dx dy dz :

4
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Re�sitev: Enako kot prej postavimo nov koordinatni sistem z izhodi�s�cem v sredi�s�cu

krogle in osmi vzporednimi originalnim osem. V novem koordinatnem sistemu

vpeljemo krogelne koordinate in ra�cunamo

Z

K

xyz

2

dx dy dz =

Z

Q

(b + r sin � cos�)r sin � sin� r

2

cos

2

� r

2

dr sin � d� d�

=

Z

Q

sin� cos

2

� sin

2

�

�

br

5

sin�+ r

6

sin � cos�

�

drd� d�

=

Z

2�

0

(sin� � : : :+ sin� cos� � : : : ) d�

= 0 :

Ocenjevanje:

{ Ideja z novim koordinarnim sistemom: 2 to�cki.

{ Krogelne koordinate: 2 to�cki.

{ Pretvorba integrala in meje: 2 to�cki.

{ Fubini: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

{ Opomba:

�

Ce opazite simetrijo in sklepate, da je integral enak 0: 10 to�ck.
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3. (20) Naj bosta f in g dvakrat zvezno odvedljivi funkciji f; g : R

3

! R. De�nirajte

vektorski polji F = f � rg in G = g � rf .

a. (10) Doka�zite, da je

rot(F) = rf �rg in rot(G) = rg �rf :

Re�sitev: Po komponentah je F = (fg

x

; fg

y

; fg

z

). Ra�cunamo

rot(F) =

0

B

@

f

y

g

z

+ fg

yz

� f

z

g

y

� fg

yz

�f

x

g

z

� fg

zx

+ f

z

g

x

+ fg

xz

f

x

g

y

+ fg

yx

� f

y

g

x

� fg

xy

1

C

A

:

Upo�stevamo, da zaradi zvezne odvedljivosti vrstni red parcialnega odvajanja ni

pomemben in je zato

rot(F) =

0

B

@

f

y

g

z

� f

z

g

y

�f

x

g

z

+ f

z

g

x

f

x

g

y

� f

y

g

x

1

C

A

;

kar pa je ravno rf �rg. Povsem enako ra�cunamo v drugem primeru.

Ocenjevanje:

{ Zapis po komponentah: 2 to�cki.

{ Parcialno odvajanje: 2 to�cki.

{ Opa�zanje, da se dvojni odvodi uni�cijo: 2 to�cki.

{ Izra�cun rf �rg: 2 to�cki.

{ Sklep: 2 to�cki.

b. (10) Naj bo C poljubna zaklju�cena krivulja z dano orientacijo. Poka�zite, da je

Z

C

F dr = �

Z

C

G dr :

Re�sitev: Na krivuljo napnimo poljubno ploskev S. Po Stokesovem izreku je

krivuljni integral enak pretoku rotorja skozi ploskev, �ce si normalo izberemo tako,

da je ploskev pri obhodu krivulje na levi. Ker sta rotorja nasprotnega predznaka,

bosta tudi pretoka nasprotnega predznaka in trditev dr�zi.

Ocenjevanje:

{ Ideja z napenjanjem ploskve: 2 to�cki.

{ Zveza s Stokesovim izrekom: 2 to�cki.

{ Opa�zanje, da sta rotorja nasprotno predzna�cena: 2 to�cki.

{ Sklep, da sta pretoka nasprotno predzna�cena: 2 to�cki.

{ Sklep: 2 to�cki.
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4. (20) Dana naj bo diferencialna ena�cba

y

(3)

� 3y

0

� 2y = 10 sinx :

a. (10) Poi�s�cite splo�sno re�sitev ena�cbe.

Re�sitev: Karakteristi�cni polinom je P (�) = �

3

� 3� � 2. Celo�stevilske ni�cle

morajo biti delitelji konstantnega �clena in takoj najdemo �

1

= 2 in �

2

= �1.

Ni�cla �

2

je dvojna. Linearno neodvisne re�sitve homogene ena�cbe so

y

1

(x) = e

2x

; y

2

(x) = e

�x

in y

3

(x) = xe

�x

:

Potrebujemo �se partikularno re�sitev. Desno stran ena�cbe nadomestimo z 10e

ix

in

i�s�cimo re�sitev z nastavkom y

p

(x) = Ae

ix

(i ni ni�cla karakteristi�cnega polinoma).

Vstavimo in dobimo ena�cbo

�Ai� 3iA� 2A = 10 ;

od koder sledi

A = �

10

2 + 4i

= �

10(2� 4i)

20

= �1 + 2i :

Partikularna re�sitev bo imaginarni del produkta Ae

ix

, torej

y

p

(x) = 2 cos x� sinx :

Splo�sna re�sitev je

y(x) = y

p

(x) + c

1

y

1

(x) + c

2

y

2

(x) + c

3

y

3

(x)

za poljubne konstante c

1

, c

2

in c

3

.

Ocenjevanje:

{ Karakteristi�cni polinom: 2 to�cki.

{ Ni�cle: 2 to�cki.

{ Linearno neodvisne re�sitve homogene ena�cbe: 2 to�cki.

{ Nastavek za partikularno re�sitev: 2 to�cki.

{ Partikularna in splo�sna re�sitev: 2 to�cki.

b. (10) Poi�s�cite re�sitev ena�cbe, za katero je y(0) = y

0

(0) = 0 in je funkcija y(x)

omejena, ko x!1.

Re�sitev: Splo�sno re�sitev �ze poznamo. Iz pogojev moramo dolo�citi �se konstante.

Partikularna re�sitev y

p

in re�sitvi y

2

in y

3

ostanejo omejene, ko x!1. Iz tega

sledi, da mora biti c

1

= 0, ker bi sicer re�sitev nara�s�cala po absolutni vrednosti �cez

vse meje. Iz pogoja y(0) = 0 sledi c

2

= �2, in iz pogoja y

0

(0) = 0 sledi c

3

= �1.

Ocenjevanje:

{ Sklep za c

1

= 0: 3 to�cke.

{ Nastavek za re�sitev: 3 to�cke.

{ c

2

: 2 to�cki.

{ c

3

: 2 to�cki.
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5. (20) Kot znano upo�stevajte, da velja

e

x

=

1

X

k=0

x

k

k!

in

Z

�

0

cos

2m

x dx =

(2m� 1)(2m� 3) � � �3 � 1 � �

m! 2

m

za m > 0.

a. (10) Naj bo

I

0

(x) =

1

�

Z

�

0

e

x cosu

du :

Izpeljite, da je

I

0

(x) =

1

X

k=0

x

2k

(k!)

2

2

2k

:

Utemeljite vse va�se korake.

Re�sitev: Ra�cunamo

I

0

(x) =

1

�

Z

�

0

e

x cosu

du

=

1

�

Z

�

0

1

X

k=0

x

k

cos

k

u

k!

du

=

1

�

1

X

k=0

x

k

k!

Z

�

0

cos

k

u du

=

1

�

1

X

k=0

x

2k

(2k)!

Z

�

0

cos

2k

u du

=

1

�

1

X

k=0

x

2k

(2k)!

(2k � 1)(2k � 3) � � ��

k! 2

k

=

1

X

k=0

x

2k

(k!)

2

2

2k

Vrsti red se�stevanja in integriranja smo lahko zamenjali, ker so �cleni v vsoti

majorizirani z vrsto

P

k

�

k

=k!, ki seveda konvergira. Upo�stevali smo tudi, da je

(2k � 1)(2k � 3) � � �1

(2k)!

=

1

k! 2

k

:

Ocenjevanje:

{ Razvoj integranda v vrsto: 2 to�cki.

{ Utemeljitev zamenjave integriranja in se�stevanja: 2 to�cki.

{ Integriranje vsakega �clena: 2 to�cki.

{ Kraj�sanje: 2 to�cki.

{ Kon�cni rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Poka�zite, da velja

x

2

I

00

0

+ xI

0

0

� x

2

I

0

= 0 :
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Utemeljite va�se korake.

Re�sitev: Izra�cunamo radij konvergence poten�cne vrste. Hitro se prepri�camo, da

je

lim

k!1

�

�

�

�

a

k+1

a

k

�

�

�

�

= 0 :

Radij konvergence je R = 1. Vrsto zato lahko povsod poljubno odvajamo po

�clenih. Ra�cunamo

x

2

I

0

(x) =

1

X

k=0

x

2k+2

(k!)

2

2

2k

xI

0

0

(x) =

1

X

k=0

2kx

2k

(k!)

2

2

2k

x

2

I

00

0

(x) =

1

X

k=0

2k(2k � 1)x

2k

(k!)

2

2

2k

V vseh treh vrstah je najni�zja potenca x

2

. Se�stejemo in dobimo

x

2

I

00

0

+ xI

0

0

� x

2

I

0

=

1

X

k=1

x

2k

(k!)

2

�

2k(2k � 1) + 2k � 4k

2

�

= 0

Ocenjevanje:

{ Radij konvergence: 2 to�cki.

{ Prvo odvajanje: 2 to�cki.

{ Drugo odvajanje: 2 to�cki.

{ Zbiranje �clenov: 2 to�cki.

{ Kraj�sanje na koncu: 2 to�cki.
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6. (20) V tokokrogu na sliki 2 naj bo L = 1H (henry), C = 0:26Fa (farad), R

1

= 4

ohm in R

2

= 6 (ohm). Tokokrog priklju�cimo na napetost 12V kot je prikazano na sliki

2. Za toka I

1

(t) in I

2

(t) velja sistem ena�cb

_

I

1

= �4I

1

+ 4I

2

+ 12:0

_

I

2

= �1:6I

1

+ 1:2I

2

+ 4:8

I

1

I

2

E = 12V

L = 1 henry C = 0:25 farad

I

1

R

1

= 4 ohm

R

2

= 6 ohm

Sl. 2 Tokokrog iz naloge 6.

a. (10) Poi�s�cite fundamentalno matriko re�sitev homogenega sistema.

Re�sitve: Martika A, ki pripada sistemu je

A =

 

�4 4

�1:6 1:2

!

:

Karakteristi�cni polinom je P (�) = �

2

+ 2:8� + 1:6 z ni�clama �

1

= �2 in �

2

=

�0:8. Pripadajo�ca lastna vektorja sta x

1

= (2; 1) in x

2

= (1; 0:8). Vsako re�sitev

homogenega sistema lahko zapi�semo kot

y(t) = c

1

e

�2t

x

1

+ c

2

e

�0:8t

x

2

:

Stolpca fundamentalne matrike re�sitev bosta tudi take oblike, pri �cemer mora za

prvi stolpec biti izpolnjena ena�cba c

1

x

1

+ c

2

x

2

= (1; 0), za drugi pa c

3

x

1

+ c

4

x

2

=

(0; 1). Dobimo c

1

= 4=3, c

2

= �5=3, c

3

= �5=3 in c

4

= 10=3. Fundamentalna

matrika re�sitev je

Y(t) =

 

8

3

e

�2t

�

5

3

e

�0:8t

�

10

3

e

�2t

+

10

3

e

�0:8t

4

3

e

�2t

�

4

3

e

�0:8t

�

5

3

e

�2t

+

8

3

e

�0:8t

!

Ocenjevanje:

{ Lastne vrednosti: 2 to�cki.

{ Lastna vektorja: 2 to�cki.

{ Nastavek za stolpca fundamentalne matrike: 2 to�cki.

{ Prvi spolpec: 2 to�cki.

{ Drugi stolpec: 2 to�cki.
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b. (10) Re�site nehomogeno ena�cbo z za�cetnima pogojema I

1

(0) = 0 in I

2

(0) = 0.

Re�sitev: Nehomogeni del ena�cbe je konstanten, zato bo tudi partikularna re�sutev

konstantni vektor a. Nastavek y

p

= a vodi do ena�cbe

Aa +

 

12

4:8

!

=

 

0

0

!

:

Re�sitev ena�cbe je vektor a = (3; 0). Splo�sna oblika re�sitve bo

y(t) = a +Y(t) � c

za nek vektor c.

�

Ce �zelimo zadostiti �se za�cetnemu pogoju, mora biti c = �a,

torej je celotna re�sitev

y(t) =

 

3

0

!

+

 

8e

�2t

� 5e

�0:8t

4e

�2t

� 4e

�0:8t

!

:

Ocenjevanje:

{ Nastavek za partikularno re�sitev: 2 to�cki.

{ Vektor a: 2 to�cki.

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�cki.

{ Koe�cienti: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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